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Resumo

A fisica quantica € o ramo da fisica destinado ao estudo dos sistemas subatémicos, ela
consegue explicar os resultados de experimentos referentes a fendmenos que ocorrem
em pequenas escalas de distancias, os quais a fisica classica € incapaz de descre-
ver corretamente. Neste trabalho serdo revisadas as principais idéias da mecanica
qguantica e sua aplicacao ao sistema do oscilador harménico. Mostraremos que os
seus niveis de energia sao discretos em vez de continuos e que ha um estado de

menor energia possivel que € nao nula diferente do que seria previsto classicamente.



Abstract

Quantum physics is the branch of physics for the study of subatomic systems, it can
explain the results of experiments concerning phenomena that occur in small scales
of distances, which classical physics is unable to describe correctly. In this work we
will review the main ideas of quantum mechanics and their application to the harmonic
oscillator system. We will show that their energy levels are discrete instead of continu-
ous and that there is a state of least possible energy that is nonzero instead from what

would be classically predicted.
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1 Introducao

No inicio do séc. XX, os cientistas estavam euféricos com o rumo que a fisica
estava tomando. A fisica quantica podia explicar a estrutura do atomo e o decai-
mento alfa das substancias radioativas, os mistérios do decaimento beta ja haviam
sido aparentemente resolvidos apés Enrico Fermi postular a existéncia do neutrino
(HALLIDAY D.,RESNICK R.,). A confianca que os cientistas possuiam era tanta que
chegaram mencionar que gragcas a essas descobertas, os dois maiores problemas
que eles possuiam na época poderiam ser facilmente resolvidos. Problemas estes
que seriam o efeito fotoelétrico e a radiagao de corpo negro. Porém, para que isso
fosse possivel seria necessario os fundamentos tedricos da fisica quantica, que nos
proporciona uma nova forma de ”enxergar” 0 mundo subatémico.

O estudo da radiacao térmica emitida por corpos opacos forneceu os primeiros
indicios da natureza quantica da radiacdo. Quando a radiacao eletromagnética incide
em um corpo opaco, parte é refletida e parte € absorvida. De acordo com os experi-
mentos que eram realizados pelos cientistas daquela época, quanto maior a energia
térmica de um corpo maior era a frequéncia da radiacdo emitida por ele, de acordo
com a teoria que eles possuiam, se aumentassemos cada vez mais a energia térmica
de um corpo, chegaria um momento que nao poderiamos mais enxerga-lo a olho nu
pois a radiacdo que ele estaria emitindo seria de uma frequéncia acima do espec-
tro que o olho humano é capaz de detectar, porém havia uma discrepancia entre a
previsao tedria e os resultados experimentais a partir da frequéncia préxima do violeta
para a funcao densidade de energia em termos da frequéncia a uma temperatura 7', 0s
cientistas ndo eram capaz de explicar o porque esse fendmeno ocorria, tal fendmeno
foi conhecido com catastrofe do ultravioleta. (TIPLER P., LLEWLLYN R, Fundamentos
de Fisica)

Em 1900, o fisico Max Planck apos fazer algumas hip6teses, conseguiu formular
uma funcao que estava de acordo com os resultados experimentais encontrando pri-
meiro uma fungdao empirica e em seguida modificando os calculos classicos de modo
que obteria tal funcao. Max Planck descobriu que poderia obter a funcao empirica
para calcular a energia média, supondo que a energia das cargas oscilantes eram
uma variavel discreta e proporcional a frequéncia da radiacdo emitida, dessa forma

criando uma quantizacao da energia. Em 1905, ano em que Einstein utilizou das



mesmas ideias para poder explicar o efeito fotoelétrico juntamente com seus traba-
lhos da relatividadde, foi que a quantizagao foi realmente apreciada, sugerindo que a
quantizagao nao era apenas uma propriedade da radiacao do corpo negro mas sim
uma caracteristica fundamental da radiagao eletromagnética. (TIPLER P., LLEWLLYN
R, Fundamentos de Fisica).

Através do modelo atémico de Bohr, foi possivel observar que as particulas de sis-
temas microscdpicos se movem de maneira ondulatéria, como se certos aspectos de
seu comportamento fossem governados pelo comportamento de uma onda de de Bro-
glie associada, as experiéncias consideradas se relacionam a casos mais simples que
podiam ser analisados por processos elementares, porém, era desejado ter a capaci-
dade de tratar casos mais complicados que ocorrem na natureza. No final de 1925,
as ideias de de Broglie foram ampliadas e transformadas em uma teoria completa por
Erwin Schrédinger, tornando possivel estudar-se tais casos (EISBERG R., RESNICK
R., Fisica Quantica).

Esse trabalho tem como objetivo apresentar a teoria da quantizacao do oscila-
dor harmdnico na forma de uma revisao baseda principalmente nos livros Mecanica
Quantica, Griffthis. D e Quantum Mechanics, C. Cohen, por se tratar de um modelo
tedrico cuja a importancia e aplicagao ocorre em varios ramos da fisica moderna,
como cinética de moléculas estaveis, vibragdes em estruturas cristalinas, oscilacoes
torcionais de moléculas, oscilagdes em cavidades épticas.

Escolhemos esses livros pelo fato de ja estarmos familiarizados a utiliza-lo. Sera
feita uma breve introducao a mecanica quantica e em seguida apresentaremos o for-
malismo matematico que sera utilizado no desenvolvimento. Faremos uma revisao so-
bre mecanica quantica onde também abordaremos alguns exemplos de sua aplicagao,
por ultimo, desenvolveremos a solugao para o oscilador harmonico quantico e discu-
tiremos sobre os resultados encontrados quando em comparagao com 0s resultados

classicos.



2 Ideias Fundamentais da Mecanica Quantica

Em 1924, Louis de Broglie prop6s em sua tese de doutorado o dualismo onda-
particula como sendo uma propriedade da matéria e ndo apenas um fenémeno eletro-
magnético, essa era uma ideia altamente especulativa, pois na época nao havia ne-
nhum indicio do caracter ondulatério de nenhum outro tipo de particula. Sua ideia con-
sistia em generalizar o dualismo onda-particula proposto por Einstein, alegando que
era algo que se estendia por toda a natureza. A hip6tese de de Broglie € um postulado
fundamental a respeito da simetria da natureza, expressando matematicamente sua
hipotese através de equagdes para a frequéncia e comprimento de ondas de matéria

(conhecida por relagdo de de Broglie), da seguinte forma:

E
f== (2.0.1)
e
a (2.0.2)
p

onde E representa a energia total da paricula, p 0 momento e A chamado de com-
primento de onda de de Broglie da particula.

Usando uma abordagem indireta, baseada na mecanica relativistica, de Broglie
demonstrou que tais equacoes também se aplicam a particulas com massa de re-
pouso diferente de zero e observou que essas equagoes levavam a interpretagao fisica
da quantizacdo do momento angular do elétron postulada por Bohr, que dizia que a

quantizacao equivalia a formacao de uma onda estacionaria.

h N~
mur = nh = Z—, para n inteiro (2.0.3)
s
h h : A _
omr = 4 = ™ _ ;)\ = circunferéncia da érbita. (2.0.4)
muv P

Parecia ser bastante promissora a ideia de explicar os estados discretos de energia
da matéria em termos de ondas estacionarias, que passou a ser conhecida como
ondas de matéria.

Assim como outros tipos de ondas, € necessario que algo oscile para que seja

gerada uma onda, e no caso das ondas de matéria o que faz ela ter o caracter ondu-
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latério é a probabilidade de se observar a particula oscilar. Vamos primeiro tratar do
caso classico.

As ondas classicas sao solugdes da equagao de onda classica:

0%y 1 0%

— == 2.0.5

oxr? 2 ot? ( )
Uma classe importante da solugao da equacao de onda sao as ondas harménicas

que se propagam no eixo x que representaremos por estar no sentido positivo:

t

y(x,t) = yo cos(kxr — wt) = 1o cos 27T(£ - =

2m
3 T) = 7o cos — (x — vt), (2.0.6)

A

onde y, € a amplitude da onda, 7" o periodo, w a frequéncia angular e k = 2* sdo
o mumero de onda. A velocidade da onda € dada por v = f)\ onde \ representa o
comprimento de onda.

Um dos fendmenos mais comuns de ocorrer em um sistema ondulatério, é o pulso.
Um pulso pode ser caracterizado por um grupo de fungdes harmoénicas de diferentes
frequéncias e comprimentos de onda, esse grupo é conhecido como pacote de ondas.

Vamos considerar um pacote de onda constituido por apenas duas ondas de mesma
amplitude e frequéncias proximas. Vamos representar os numeros de onda das duas
ondas como sendo k; e k, respectivamente, as frequéncias angulares por w; € w, € as
velocidades como sendo v, € v,. A soma dessas duas ondas € o fator que representa

esse pacote e € dada por:

y(x,t) = yocos (ki — wit) + yo cos (kax — wat). (2.0.7)

Aplicando as transformacdes trigonométricas chegamos em:

ko — Ky Wy — W1

" ]{?1—|—]€2 _W1+CU2
2 2

t) cos ( 5 ¢ ) t). (2.0.8)

y(x,t) = 2yo cos (
Como os numeros de onda e as frequéncias sao muito préximos, os termos ’“12;’“2 e
“ite2 podem ser substituidos por um & médio e um w médio
1 1 - _
y(x,t) = 2yo cos (§Alm - iAwt) cos (k)x — wt). (2.0.9)

O primeiro termo da equagao em cosseno é responsavel pela envoltéria da soma
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das duas ondas, a velocidade da onda no interior da envoltéria é dada pelo termo <,
e a velocidade de fase € associada ao segundo termo em cosseno da equagao.

Agora que estamos embasados nesses fundamentos matematicos, vamos analisar
esse mesmo caso s6 que para os pacotes de ondas de matéria. Para o caso das
ondas de matéria a grandeza analoga ao deslocamento y(x,t) das ondas mecanicas
é representada pelo simbolo ¥(z, ), que corresponde ao devenvolvimento das ondas
eletromagnéticas, € justamente essa grandeza que esta associada a probabilidade de
se encontrar a particula.

Vamos considerar, por exemplo, uma onda associada a um elétron com uma Unica
frequéncia e um Unico comprimento de onda assim como no exemplo da onda classica,

nesse caso teremos:

U(z,t) = Aellkr=wt), (2.0.10)

Podemos encontar a velocidade de fase desta onda através das relagdes de de

Broglie para o comprimento de onda e frequéncia.
vy =fA=——=—. (2.0.11)

Para o caso de uma particula nao-relativistica que esteja se movendo no espaco
vazio, longe de outras particulas, a Unica energia que ela possui é a energia cinética:
2
o (2.0.12)
2m
Dessa forma a sua velocidade de fase é dada por:

E p

UV, = — = —

= = = (2.0.13)

v
5
Essa resultado nos diz que a velocidade de fase é a metade da velocidade do elétron,
portanto a velocidade de onda de matéria associada a uma particula ndo é igual a
velocidade da propria particula. Para representarmos adequadamente uma particula,
uma onda de matéria deve ser localizada, portanto ¥(z,t) deve ser um pacote consti-
tuido por ondas com diferentes nimeros de onda e frequéncias. E o pacote de onda

U(z,t) que esperamos que se mova com uma velocidade igual a da particula, cha-
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mado de velocidade de grupo.

Para analisarmos melhor essa relacao de funcao de onda e a localizagao, vamos
considerar o famoso experimento de duas fendas. Nesse experimento a figura que
aparece na tela depende da interferéncia entre as ondas que passam pelas fendas.
Nos locais onde as ondas que passam pelas duas fendas se interferem destrutiva-
mente ndo se observa nenhum ponto, ja nos locais onde as ondas interferem cons-
trutivamente, se observa varios pontos. A figura de interferéncia depende apenas do
numero de fétons que chegam aos detectores. Em caso de energias mais baixas,
2, que é o quadrado da amplitude do campo elétrico, sera proporcional a probabili-
dade de detectarmos o féton em uma certa regiao, onde ? é proporcional a energia
por unidade de volume de uma onda luminosa. Na teoria ondulatéria dos elétrons,
a onda de de Broglie de um Unico elétron é descrita por uma funcao de onda ¥. O
quadrado do mddulo de ¥ em qualquer ponto esta relacionado a probabilidade de que
a particula seja encontrada no ponto, analogo a ? das ondas luminosas, a grandeza
|U|? = U*W¥ é proporcional a probabilidade de que um elétron seja encontrado em uma
certa regido do espago. Tomando o caso unidimensional, |¥'|2dx é a probabilidade de
encontrarmos o elétron no intervalo dz.

Os elétrons e outras particulas com massa de repouso diferente de zero tem seus
movimentos descritos pela equacao de onda da Mecanica Quantica (M.Q.), a equacao
de Schrodinger. Como a equagao de onda classica, a equagao de Schrédinger relaci-

ona as derivadas da fungao de onda em relagao ao tempo e ao espaco dada por

R PPY(a,1)

2m  Ox?

oV (z,t)

+ V()W () = il (2.0.14)

Apods termos feito esse apanhado geral, podemos prosseguir com o contetdo do
trabalho demonstrando os macanismos matematicos que serao utilizados na parte de

desenvolvimento.
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3 Formalismo Matematico

Nessa secao vamos descrever o formalismo matematico que sera utilizado no de-
senvolvimento deste trabalho, falaremos sobre a notagao vetorial de Dirac, o espago
de Hilbert, observaveis, operadores hermiteanos e a interpretacao estatistica genera-

lizada e principio de incerteza.

3.1 Notacao de Dirac

Comumente caracterizamos um vetor de duas dimengdes utilizando os eixos x e
y do plano carteziano, porém nds poderiamos caracterizar um vetor por outros ei-
xo0s sem modifica-lo, apenas mudando sua notagdo. Em vez de representarmos por
(xi,y7), podemos reescrevé-lo como sendo (zi',y;j') usando uma base diferente. O
estado de um sistema na M.Q. adota as mesmas caracteristicas, ele é representado
por um vetor , |s(t)) contido no espago de Hilbert, o qual sera definido posteriormente.
A funcao de onda V(z,t) pode ser representada como sendo o coeficiente de uma

expansao de |s) na base das posicoes,

U(z,t) = (z|s(t)). (3.1.1)

O vetor |x) apresenta a autofungdo de i com autovalor x. A fungdo de onda no
espago dos momentos ®(p,t) € a expansao de |s) na base das autofungdes dos mo-

mentos dada por

D(p,t) = (pls(t))- (3.1.2)

O vetor |p) representa a autofungao de p com autovalor p.
Também podemos expressar esse vetor na base dos autoestados de energia, no
qual o coeficiente da expansao ¢, (t) do vetor |s) na base dos autoestados da energia

|n) é representado por

cn(t) = (n|s(t)), (3.1.3)

onde o termo n representa o n-ésimo nivel de energia.
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As fungdes U, ® e o conjunto dos coeficientes {¢, }, contém exatamente as mesmas

informagdes, elas sdao apenas trés formas de descrever o mesmo vetor. Portanto,

U(z,t) = /\Il(x,t)5(x —y)dy = /(ID(p, t)\/%ieim/ﬁdp = che_iE"t/ﬁ@Z)n(x). (3.1.4)

™

Os operadores atuam em um vetor e o "transformam”em outro através de transformacdes

lineares,

18) = Qlav). (3.1.5)

Assim como os vetores sao representados com relagao a uma base discreta deter-

minada {|e,)} para seus componentes

) = 22, anlen), cOM ay = (enla); [5) = 32, bulen), cOM by = (en]f)

0s operadores sao representados por elementos de matrizes,

(em|Qlen) = Quun. (3.1.6)

Através dessa notacao podemos reescrever a eq.3.1.5 da seguinte forma:

D balen) =) anQlen) (3.1.7)

ou, considerando o produto interno com |e,,,),

> bulemlen) = anlem|Qlen), (3.1.8)

n

portanto,

b = > Quantln. (3.1.9)

Assim, os elementos das matrizes indicam a forma com que os componentes se
transformam.
Dirac propds dividir a notagdo bracket para o produto interno, («|3), em duas par-

tes, onde (a| representa um bra e |3) representa o ket. O ket representa um vetor, e
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quando o bra atua em um ket, produz um ndmero complexo, («|3) = a + bi. Podemos

representar o bra e o ket da seguinte forma:
b1

b
ket — ?

b

bra — [aja}---a}],

n

de tal maneira que se houver um produto de o com /3

by

b
(a]B) = [atas...a’) _2 =ajby +azby+ -+ aby.

b

O conjunto de todos os bra constituem um outro espaco vetorial, o chamado espaco
dual.
Agora que temos essa forma de descrevermos os vetores, podemos prosseguir

falando sobre o espaco de Hilbert.

3.2 O Espaco de Hilbert

O espaco de Hilbert é um espaco vetorial dotado de produto interno com nocoes de
distancia e angulos. Esse espago obedece uma relagdo de completude, que garante
a existéncia dos limites quando esperados. O espaco de Hilbert nos proporciona que
utiizemos algumas ideias intuitivas aplicadas em espacos funcionais. Um exemplo
disso é a generalizacao dos conceitos de série de Fourier em termos de polinbmios
ortogonais. O formalismo matematico do espago de Hilbert € de extrema utilidade
em M.Q. ao trabalharmos com funcao de onda e operadores. Podemos representar
o estado de um sistema por uma certa funcao de onda e utilizar a algebra linear para
caracterizar matematicamente essas funcoes de onda como sendo vetores abstratos,
e 0s operadores agindo sobre eles como uma transformacgao linear. Por exemplo,

poderiamos representar um vetor de N dimensdes |«) da seguinte forma:
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aq

Qo

an

O produto interno de dois vetores («|3) funciona da seguinte forma:

(alB) = alby + ajby + a3bs + ... + ajby. (3.2.1)

As transformacoes lineares, T, sdo representadas por matrizes de sua respectiva

base, agindo em vetores através de multiplicagdo de matrizes:

tir tip -0 N o
tor  tog -+ lan (e
B) =Tle) =la)=| =~ N (3.2.2)
_tNl tno +-- tNN_ oy |

Na M.Q. os vetores que acabamos de encontrar sao quase sempre funcoes conti-
das em espagos de dimensoes infinitas, o que pode trazer complicagdes. Isso acon-
tece pelo fato de que o produto interno de um espaco de dimengao finita sempre existe
e o produto interno de dimencao infinita podera nao existir, pois sua soma podera di-
vergir, tornando suspeito qualquer argumento fisico que envolva produto interno.

Vamos supor que todas as funcdes de x constitui um espaco vetorial. Para re-
presentarmos um estado fisico possivel para uma fungcao de onda Vv, teremos que

normaliza-la:

/|\I/|2dx —1. (3.2.3)

O conjunto de todas as funcoes quadrado-integraveis f(z) em um intervalo es-
pecifico tal que’,

/b |f(2)[Pda < oo, (3.2.4)

constitui um espaco vetorial muito menor do que possuiamos anteriormente, esse

conjunto de funcdes pertencem ao espaco de Hilbert e é justamente o espaco onde

10bs: Os limites da nossa integral podem ir de —oo & +oo.
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nossa funcao de onda esta contida.

Definimos o produto interno de duas fungdes f(z) e g(x) como sendo

(flg) = / f(2)*g(x)dz. (3.2.5)

Se os quadrados integraveis das fungdes f(x) e g(x) existem, entdo o produto in-
terno de ambas existe e converge para um nimero. Essa propriedade é consequéncia

da desigualdade integral de Schwarz,

| / f<x>*g<x>dx|s\/ / (@) Pde / j9(z) [ (3.2.6)

Esse produto interno possui algumas propriedades:

1 — O produto interno de g(z) por f(z) é dado por:

(glf) = (flg)* (3.2.7)

2— O produto interno de f(z) por ele mesmo resulta em um numero real nao

negativo e somente sera zero se f(z) = 0.

(F1f) = / (@) P (3.2.8)

3— O conjunto de fungdes f,, sera ortonormal se tais fungdes forem normalizaveis

e mutuamente ortonormais, significando que:

0, m # n,
<fmfn>{ sem?

1, sem=n

Isso nos remete a um delta de Kronecker.

<fm|fn> = Omn (329)

4— O conjunto de fungdes f,(x) € dito completo se qualquer outra fungao contida
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no espaco de Hilbert puder ser expressa como uma combinacao linear

f@) =" cuful). (3.2.10)
n=1
Se tal conjunto de fungbes forem ontonormais, os coeficientes poderao ser encon-

trados

cn = (fulf)- (3.2.11)

Utilizaremos tais expressoes para encontrarmos uma forma de calcular os estados

estacionarios de um poc¢o de potencial quadrado infinito.

3.3 Observaveis

Na fisica um observavel € um operador que representa uma grandeza mensuravel
do sistema. Podemos determinar tal estado através de uma sequéncia de operagoes
fisicas. Em sistemas governados pela mecanica classica, os valores observaveis sao
demonstrados por fungdes de valores reais no conjunto de todos os possiveis estados
do sistema. Na formulacdo matematica da mecanica quantica, estados sao dados por
vetores nao nulos em um espaco de Hilbert V' e observaveis sdo dados pelo operador
autoadjunto em V. Para o caso de um sistema de particulas, o espaco V' consiste de
funcoes de onda ou vetores de estado quantico.

O valor esperado de um observavel Q(z, p) pode ser expressado na forma de Brac-

kets, dada por

Q) = /\P*Q\I/dx = (U|QW), (3.3.1)
onde @ é um operador no qual trocamos os valores de = e p por seus respectivos
operadores,
T—x
p— —ihi,

Sabemos que o valor esperado nos fornece uma medida e essa medida possui
valor real, dessa forma, podemos generalizar como sendo igual ao seu compléxo con-
jugado.

(@) =(Q)" (3.3.2)
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Ao utilizarmos essa propriedade usando a representacao da eq.(3.3.1) teremos,
(V[QW) = (QU|¥) (3.3.3)

pois 0 complexo conjugado de um produto interno reverte a ordem. Esse argumento

é vélido para qualquer fungdo de onda ¥, entdo podemos substituir o ¥ por um f(z).

(f(@)|Qf (x)) = (Qf (@)|f (). (3.3.4)

Isso é valido para todo f(z), chamamos tais operadores de operadores hermir-
teanos. Podemos verificar essa afirmagao utilizando um exemplo com o operador de

momento,

o[ G we=Grl. @35)

Normalmente quando vocé mede um observavel Q em um conjunto de sistemas
identicamente preparados, todos no mesmo estado ¥, vocé nao obtera sempre o
mesmo resultado, essa é uma indeterminacia da M.Q. .

Porém, ainda € possivel encontrar um caso em que vocé sempre ira obter os mes-
mos valores de estado, um estado determinado. Esse caso é chamado de estado
estacionario, por exemplo, se colocarmos uma particula no estado ¥,, sempre obtere-
mos uma energia E,, se analizarmos a variancia desse observavel, sera zero, pois é

um estado determinado

o2 = ((Q — (@) = (¥|(Q — ¢)*T) = (@ — ¢)T|(Q — ¢)T) = 0. (3.3.6)

Portanto, chegamos em uma equacao cujo produto interno com ela prépria resulta em

um valor nulo, para que isso aconteca devemos ter
(Q—q)¥ =0= QU = ¢qU. (3.3.7)

Dessa forma chegamos na equacao de autovalores para o operador (), sendo que

¥ ¢ a autofuncdo associada a Q e ¢ é o autovalor associado a Q.
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3.4 Autofuncoes de um Operador Hermiteano

As autofuncbes de um operador hermiteano sao os estados determinados dos
observaveis. Elas podem ser classificados em dois casos, um em que os autova-
lores descrevem um espéctro discreto e outro cujo os autovalores descrevem um
espéctro continuo. No caso do espectro discreto, os autovalores sao separados uns
dos outros por intervalos, constituindo estados fisicos realizaveis. Ja no caso do
espéctro continuo, os autovalores preenchem um intervalo de forma continua, e suas
autofuncoes nao sao normalizaveis e nao representam um estado fisico de uma particula,
s6 sera possivel descrever um estado fisico se utilizarmos uma combinacgao linear des-
sas autofuncgdes, e essa combinagao € normalizavel, podendo representar um estado
fisico de uma particula, como é o exemplo de um pacote de onda.

Matematicamente, as autofuncées normalizaveis de um operador hermiteano pos-
suem duas propriedades importantes:

Teorema 1 — Seus autovalores sao reais.

Vamos supor que temos um operador () agindo em uma funcgéo f, sabemos que:

Qf = af (3.4.1)

Temos que o autovalor ) é hermiteano, por isso a seguinte propriedade deve ser

satisfeita

(F1Qf) = (QfIf) (3.4.2)
/ F(0f)dz = / (G fdz (3.4.3)
q / £ fde = ¢ / * fda. (3.4.4)

Os dois termos iguais se cancelam, restando apenas

q=q, (3.4.5)



21

provando que g possui valores reais.

Teorema 2 — Autofungbes pertencentes a autovalores distintos sdo ortogonais.

Vamos supor que temos um operador Q que esta agindo sobre as autofuncdes

f(z) e g(x)
Q- f.g
Existira um autovalor respectivo associado a cada uma dessas autofungdes
Qf =qfeQg=dyg

Como o operador () é hermiteano, ele possui a seguinte propriedade:

(f1Qg) = (Qflg) (3.4.6)
(fld'g) = (aflg) (3.4.7)
q(flg) = a{fl9), (3.4.8)

como ¢ # ¢ entdo o Unica forma para que essa igualdade ocorra € se (f|g) = 0.

Se isso ocorre, entao as fungdes f(z) e g(x) sdo ortonormais.

3.5 Interpretacao Estatistica Generalizada e o Principio de Incer-

teza

Interpretacao Estatistica Generalizada

Se medirmos um observavel Q(z,p) de uma particula no estado V¥ (z,t), certa-
mente obteremos um dos autovalores do operador hermiteano Q(m,—ih%). Se o
espectro de Q é discreto, a probabilidade de se obter um determinado autovalor ¢,

associado a autofungao normalizada f,(z) sera
lcn|?, onde ¢, = (f,|¥).

Se o espectro for continuo, com autovalores reais ¢(z) associados a autofungdes
ortonormalizadas de Dirac f.(z), a probabilidade de se obter um resultado em um

intervalo dz é de:
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lc(2)[?dz, onde c(z) = (f.|¥).

Quando realizamos a medida, a autofuncao colapsa para o autoestado correspon-

dente. Os coeficientes de tais autofungdes ortonormais sao representadas por.

Cn = (fnl¥) = /f;\lf(x,t)dx. (8.5.1)

Qualitativamente, o ¢, nos indica o quanto da autofuncao f, esta contidaem ¥, e
dado uma medida, a probabilidade de encontrar um autovalor ¢, associado a autofungao
seria de |c,|?, pois indica justamente a densidade de probabilidade de a encontrarmos.
Desse forma, possuimos varios valores possiveis para o ¢, a probabilidade total de-

vera ser igual a ’1’, sendo assim:

D e =1. (3.5.2)

n

Para demonstrarmos, temos que considerar a condicao de normalizag¢ao de funcao de

onda,

(U7 = /OO U(z, ) Uz, t)do = 1. (3.5.3)

Como a fungcao de onda ¥ esta contida no espaco de Hilbert, entdo podemos

expressa-la por uma combinacgao linear de suas autofungoes,

U= cafuld catn). (3.5.4)

reescrevendo essa equacgao e isolando os somatorios, temos que:

V=2 > cuenlfulfa) (3.5.5)

(fw|fn) NO caso discreto sgo ortogonais, isso resultaria em um delta de Kronecker

SN b= e’ =1. (3.5.6)

n

Da mesma forma, o valor esperado de () deveria ser a soma do produto de todos os

resultados possiveis do autovalor com a probabilidade de se obter aquele respectivo
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autovalor.

(@ = leal® (3.5.7)

n

Podemos demonstrar essa propriedade de uma forma simples.

(@) = (WQU) = (O (e fa)|Q Y (cnr fu)), (3.5.8)

nl

Como ja vimos anteriormente, Q f, = ¢, f, €ntao:

=" chcatnlfulfa) = XE:QMM Ziﬁm? (3.5.9)

Principio da incerteza generalizado

Vimos nesse capitulo que, para qualquer observavel A, temos

0% = (A= (A)V|(A - (A)¥) = (f|f) (3.5.10)

em que, f = (A — (A))U. Da mesma forma seria para qualquer outro observavel

0% = (glg) em que, g = (B — (B))V.

Usando a desigualdade de Schwarz, temos:

ohop = (fIf)glg) = [{flg)|? (3.5.11)

para qualquer nimero complexo z,
[2° = [Re(2)]? + [Im(2)]2 > [Im(2)]® = [5- (2 — 2] (3.5.12)
Seja z = (flg),

0405 > [ =((f19) = (gl PN (3.5.13)
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Mas,

(flg) =

{
(|( )

= (V[(AB — A(B) — B(A) + (4)(B))¥
(V|ABY) — (B)(V|AY) — (A)(¥|BY) + (A)(B)(¥| V)
{
{

(3.5.14)
Similarmente temos:
(91f) = (BA) — (A)(B) (3.5.15)
assim,
(fl9) — {9lf) = (AB) — (BA) = (A, B)) (3.5.16)
em que
[A,B]= AB — BA (3.5.17)
€ o comutador de dois operadores, podemos concluir entdo que,
1 .
i > [ (4 BN (3.5.18)

Esse é o principio de incerteza. Como o comutador de dois operadores hermi-
teanos carrega seu préprio fator i, o resultado € um valor real maior que zero, esse
resultado sera muito importante, por exemplo, quando A e B sdo respectivamente 7 e

p obtemos o0 bem conhecido principio de incerteza de Heisenberg.

AxAp >

N |

(3.5.19)
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4 Mecanica Quantica

4.1 Estados Estacionarios

A mecanica quantica aborda os mesmos problemas classicos, porém com uma
interpretacao diferente, cada particula esta associada a uma funcao de onda a qual
obtem-se ao resolver a equacao de Schrédinger:

ov h? 0?0

onde tomaremos V' sendo independente do tempo. Para a resolucao da equacao de
Schrédinger utilizaremos 0 método de separagao de variaveis e buscaremos solugdes

de produtos simples da forma

U(x,t) = (x)p(t), (4.1.2)

em que ¢ € uma fungcao que sé depende de = e ¢ € uma fungao que sé depende
de t. A principio, dessa forma estaremos restringindo a solu¢gao a um pequeno grupo
de solugdes, porém sao solucdes realmente significantes e seremos capazes de gerar
uma solucao geral ao juntarmos as solugdes separaveis. Sendo assim, derivando

U(x,t) em relagdo a t e em relagdo a x obteremos

v dp PV Py

Yt S 4.1.3
at ~ Udt de? | de” (4.1.3)
Substituiremos este resultado em (4.1.1).
L dp h? d*y

Se dividirmos os dois membros da equagao por )¢ poderemos notar que o lado
esquerdo da equacao sé depende de ¢ e o lado direito s6 depende de = se ambos
forem constantes, chamaremos essa constante de constante de separacao E. Sendo
assim

1dy
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—————— 4+ V=E. (4.1.6)

Dessa forma conseguimos transformar um equacao parcial em duas equacoes or-
dinarias, basta agora resolvermos as equacdes.
A solucao eq.(4.1.5) é dada por
o(t) = e BN, (4.1.7)

A eq.(4.1.6) é chamada de equacao de Schrodinger independente do tempo,
a solucdo para ela ndo é tao trivial quanto a da eq.(4.1.5), a ela estdo associada 3
caracteristicas importantes para a M.Q.

1 Os estados estacionarios.
U(z,t) = (x)e BN, (4.1.8)
Embora a funcao de onda dependa de ¢, a sua densidade de probabilidade nao
dependera
W (a, t)] = W = o e Mpe P — Jop(x) . (4.1.9)

2. A hamiltoniana do sistema.

H(z,p):%—l-\/(x) (4.1.10)
O operador hamiltoniano correspondente obtido ao substituir p — (A/i) (d/dz), é:

2 2
L (4.1.11)

2m da?

Dessa forma podemos escrever eq.(4.1.6) como sendo:

Hy = Ev, (4.1.12)

sendo assim, o valor esperado para a energia total sera
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(H) = /w*ﬁlwdx = E/ o|*dx = E/ |U|?de = E. (4.1.13)
Esse resultado demonstra que a normalizacao de ¥ implica na normalizacao de
e que,
H*) = H(H) = H(Ey) = E*), (4.1.14)
portanto,
#2) = [ v ivde = B [ o = E° (4.1.15)

3. Através de uma combinacao linear podemos escrever a sua solugao geral. A
eq.(4.1.6) apresenta uma compilagdo de infinitas solu¢des dada por i (x), (), ¥3(z), ...
cada uma esta associada a um valor de constante de separacao e dessa forma temos

uma funcao de onda diferente para cada energia permitida.

\Ijl(xv t) = wl (x)eiiElt/}z \112('%‘7 t) = wZ(x)eiiEﬁ/ﬁ? \IJS(:E7 t) = w3(x)eiiE3t/ﬁ7 T (41 . 6)

Assim, a combinacao linear da equacao de Schrodinger dependente do tempo

também forma uma solugdo. Podemos escrever essa solucao mais geral na forma
U, t) = cpthn(x)e#0, (4.1.17)
n=1

onde o ¢, esta relacionadas as condicoes iniciais do sistema. Podemos reescrever
a equacao que acabamos de encontrar atrelando cada termo a sua dependéncia do

tempo caracteristica
U, t) = cnthn(@)e ™M =N " cpthn(@)p(t) = > ctha(, 1) (4.1.18)
n=1 n=1 n=1

As préprias solugdes separaveis, sdo estados estacionarios, na forma de que todas
as probabilidades e valores esperados sao independentes do tempo, porém essa pro-
priedade nao € compartilhada pela sua solugao geral, pois as energias sao diferentes

para estados estacionarios diferentes e os termos das exponenciais nao se cancelam
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ao calcular |72,

A seguir iremos mostrar dois exemplos da aplicagao da equagao que vimos nesse
capitulo, um deles é quando a particula esta confinada a uma regiao de potencial que
cresce abruptamente e ela nao consegue “escapar”, o potencial do tipo po¢o quadrado

infinito. O outro é quando ela nao esta sujeito a forgas, uma particula livre.

4.2 Particula Livre

Como exemplo de aplicagdo do nosso formalismo, tratemos o caso da particula
livre. No caso classico a particula livre representa um movimento com velocidade
constante e potencial que pode ser tomado como sendo zero. Na M.Q. esse problema
€ um pouco mais complicado, temos que a eq. de Schrédinger independente do tempo
é:

—h% d*
T _F 4.2 1
2m dx? v ( )

T4 = k%, onde k = Y2nE

dz? [

cuja a solugao é dada pela combinagao linear das exponenciais

b = Ae'*® 4 Bemike. (4.2.2)

Como vimos na parte de estados estacionarios, tinhamos que as solugdes pode-

riam ser separaveis V(xz,t) = 1 (x)p(t) em que ¢(t) = e *F'/" segue que:

(z,1) = (x)p(t)

U(z,t) = (A 4 By Bl
(2,1) = (Aeikx+Be—ikx)e—i%t
(z,1)

hk

= Ae*emmmt) 4 Bemiktant) (4.2.3)

Através da solucdo que acabamos de encontrar, qualquer fungcdo de x e ¢ que
dependa dessas variaveis na combinagao especial (z + vt), representa uma onda de

perfil fixo movendo-se na direcdo F= com velocidade v. Se fixassemos um ponto
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em uma onda, seja ele no maximo ou no minimo, corresponderia a um valor fixo do

argumento
x £ vt = constante, ou z = Fv + constante .

Uma vez que cada ponto da onda se move na mesma velocidade, sua forma
nao muda conforme se propaga. Assim, o primeiro termo da equagao Aeik@=3)
representa uma onda se movendo para a direita, e 0 segundo termo da equacgao
Be~ (@t 1) representa uma onda se movendo para a esquerda. Como ambos dife-
rem apenas pelo sinal que acompanha a constante k, podemos representa-los como

sendo

. 2
Uy(z,t) = Aeibo—2at), (4.2.4)

ondeo k é:

k=+¥22E com

k >0, = movendo-se no sentido positivo do eixo x.

k <0, = movendo-se no sentido negativo do eixo z.

Esses estados estacionarios sdo ondas que se propagam com comprimento \ =

27 /|k| e carregam consigo um momento, de acordo com a férmula de de Broglie

p = hik. (4.2.5)

Podemos encontrar a velocidade dessa onda da seguinte forma:

k] _ B (4.2.6)

Vquant. =
e 2m 2m

Essa equacao gera uma contradicao com equacao que representa a velocidade

classica da particula de energia E. E = (1/2)mv?, com V nulo,

2F
Velas. = \| — = 2Vquant.- (4.2.7)
m

Esse paradoxo pode ser explicado pelo fato de que ¥(x,t) ndo representa um

estado fisico de uma particula por ndo ser normalizavel. A condicdo de normalizagao
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+00
/ U Udy = 1. (4.2.8)

o0

Subistituindo a eq.(4.2.4) em ¥, temos:

+oo . fik2 ) fik?2 oo
/ Ae~ilko= 550 Agika=50 g0 — | A2 / ldx = oo. (4.2.9)

0 —c0

As solugbes separaveis, no caso de uma particula livre, ndo representam os es-
tados fisicamente realizaveis, pois uma particula livre nao pode existir em um estado
estacionario em outras palavras, ndao ha particula livre com energia definida. Isso nao
significa que as solugdes nao tenham utilidades para a fisica. A solugao geral para
a equacao de Schrédinger dependente do tempo para a particula livre ainda € uma
combinacao linear de solugdes separaveis , vamos definir a eq.(4.2.9), em termos de
uma integral sobre a variavel continua k em vez de uma soma sobre o indice n.

2
hk t

1 [t .
U(x,t) = T / P(k)e'Fe= 5w dk; (4.2.10)

Onde \%ﬂqb(k) e o0 analogo de ¢,,. Agora essa solugao pode ser normalizavel, porém
ela necessariamente carrega um intervalo k com varios valores de velocidades e ener-
gia, o que € chamado de pacote de onda.

Agora que possuimos essa nova forma de escrever V(z,t), vamos voltar a falar
sobre o0 paradoxo das velocidades que nos deparamos nessa secao. O problema
desaparece quando descobrimos que ¥, nao é um estado fisicamente realizavel, con-
tudo, é interessante descobrir como a informacao sobre a velocidade esta contida na
funcao de onda da paticula livre. A ideia principal para esse problema é: um pacote de
onda é uma sobreposicao de funcdes senoidais cuja amplitude € modulada por ¢, ele
consiste de ondulacdes contidas em um “pacote”. O que corresponde a velocidade da
particula ndo € a velocidade individual de cada onda (velocidade de fase), mas sim,
a velocidade do "pacote”(velocidade de grupo). Precisamos mostrar que a velocidade
de grupo de uma particula livre na M.Q. é duas vezes maior que a velocidade de fase,
isso seria capaz de representar a velocidade classica da particula. Portanto, devemos

encontrar a velocidade de grupo de um pacote de onda com a seguinte forma
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U(x,t) = \/LQ_W /_ m o(k)e' ke k., (4.2.11)

com w = (hk?/2m).
Vamos supdr que ¢(k) esteja situado sobre um determinado &y, uma vez que o in-
tegrando é desprezivel exeto quando proximo de &y, podemos entdo expandir a fungao

w(k), usando série de Taylor, sobre esse ponto e manter somente o0s termos principais

w(k) = wy + wy(k — ko) (4.2.12)

onde w, é a derivada de w em relagdo a k no ponto k,. Vamos centralizar a integral
em ko, mudando as variaveis de k por s = k — ky.

1 [t . /
U(x,t) = r: / P (ko + s)eilkoroIz=(wotwos)t g (4.2.13)

Em ¢t = 0 temos:

1 [t ‘
qf(:c,())gﬁ / P(ko + 5)e'Fotz g, (4.2.14)

Agora, vamos trabalhar como o expoente i[(ko+s)z — (wo +wys)t], vamos espandi-lo

na forma

ikow + isx — iwet — iwyst = —i(wo + kowy )t + (ko + s)z — (ko + 8)wyt =
—i(wo + kowy )t 4 (ke + 8)(x — wyt) = —i(wo + kow, )t + (ko + 8)(z — wyt).

Substituindo na intergral, temos:

1 ) ’ +oo ) ’
U(z,t) = \/—Q_We—“wko%)t / d(ko + s)ei kot @—ewot) g (4.2.15)

—00

Exceto pela mudanga de z para (z — wyt), a integral € a mesma em (x, 0)

U(z, ) 2 emiotho)tg (1 — 't (). (4.2.16)

Temos que ¥(x — wyt,0) € uma onda que se propaga com velocidade w,

/_dCL)

= —. 4217
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Avaliado em k = kg, temos que w = Z—’;j entao:

2fko _ P (4.2.18)

2m m

Essa velocidade representa a velocidade de grupo, e nao a velocidade de fase que

e
w  hk P
— =T _ 2 4.2 1
Usase k  2m  2m ( 9)
Coincidindo com a velocidade classica da particula.
Uclas = VUgrup = 2Ufase (4220)

4.3 Poco Quadrado Infinito

Continuando com as aplicag6es do formalismo, suponhamos que o nosso potencial
V(z) seja
0, se<zx<a,

Viz) =
oo, outros pontos,

e interagindo com esse potencial exista uma particula que podera se mover livre-
mente na regido entre x = 0 e x = a, onde ha uma forga infinita que a impede de ser
encontrada nas outras regides. Seria como se quando se aproximasse das ”paredes”
ela fosse empurrada de volta com uma colisdo perfeitamente elastica. Analisando
esse sistema podemos concluir que a nossa particula possui a fungao de onda fora do
poco, ¢» = 0, onde a probabilidade de encontrar a particula é nula, e dentro do pogo

em que V = 0. Utilizando a equacao de Schrddinger independente do tempo, temos

h? d*y
- T _F 4.3.1
ou,
1y _ —k’FE (4.3.2)
Y da? ’ o

onde k = ¥2E
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A equacao que acabamos de encontrar é a equacao do oscilador harmonico sim-

ples, onde sua solucao geral é dada por
Y(xz) = Asinkx + B coskzx, (4.3.3)
A e B sao constantes arbritarias fixadas a partir das condigées de contorno do
problema, no nosso caso ¢(0) = ¢(a) = 0. Sendo assim,

¥(0) = Asin0 + Bcos0 = B, (4.3.4)

portanto B =0e

Y(a) = Asinka = 0. (4.3.5)

Nesse caso devemos encontrar os valores em que sin ka = 0, pois se substituirmos

A =0, ficaremos com o caso trivial e a nossa solucao seria ¢(x) = 0. Temos

ka =0,+m, +2m, £37, ... (4.3.6)

Mesmo assim devemos tomar mais algumas restricoes. Se k£ = 0 voltaremos a ter
Y(xr) = 0 e as solugdes negativas nao nos trara nada de novo que possamos usar

pois, sin —x = — sin x, dessa forma as solugdes distintas para i sao

k,="%,comn=1,2,3,....

= a2’

Podemos encontrar os possiveis valores de E.

G s

om  2ma?

E, (4.3.7)

Concluimos também que as condi¢cdes de contorno em =z = a nao determinam a
constante A somente a constante k. Em comparagcao com o caso classico, a particula
guantica no poco quadrado infinito ndo pode possuir qualquer valor de energia, s6
podera possuir um desses valores especiais permitidos. Portanto, a equagao de
Schradinger independente do tempo produziu infinitas solugdes. Para encontrarmos o

valor de A precisamos normalizar 1.
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b
/ AP sin? (ka)dz = | AP =1, (4.3.8)

temos |A|? = 2.
Dessa forma encontramos a magnitude de A. A fase de A nao traz nenhum signifi-

cado fisico por isso ficara mais simples usarmos o valor positivo A = /2/a.

V() = \/gsin(ﬂﬂv), (4.3.9)

a
comn=1,2,....
As fungoes v, (x) possuem algumas propriedades importantes:

1. Todas as solucgoes sao alternadamente par e impar em relagao ao centro do
pOCo: v, é par,y, é impar, ¢z é par .. ..

2. A medida em que a energia vai aumentando o nimero de nds (cruzamento no
eixo x) também aumenta, os extremos nao contam.

3. Eles sao mutuamente ortogonais.

/ U () Yy (x)dx = 0, (4.3.10)

isso é valido sempre que m # n. Verificagao:

/Q/Jm(ﬂf)*wn(:c)dl’ = g/oa sin (%x) sin (%x) dx
= l/a [cos (m_nmc> — cos <m+nﬂx>]dx
= L sin m_nwx — L sin m+n7m
) (m—n)r a (m+n)w a .
_ l{ (sin[(m — n)ﬂ) B (sin[(m + n)w]) } _o. (4.3.11)
™ m—n m-+n

No caso em que m = n, a normalizagdo nos diz que a integral € 1. Podemos

a

combinar ortogonalidade e normalizagcdo em uma sé afirmagao usando o delta de

Kronecker 6,,,,.



35

/ Y () (@) d = G (43.12)

4. Elas sdo completas no sentido de que qualquer outra fun¢ao de f(z), pode ser

expressa como uma combinagao linear delas

— Z Cnthn () = \/gz Cn sin(%z), (4.3.13)
n=1 n=1

onde 0s ¢, sao as condi¢oes iniciais do sistema.

Essa equagao nada mais € do que a série de Fourier para f(x). Os coeficientes
¢, podem ser avaliados por um método que chamamos de truque de Fourier, que
explora muito bem a ortogonalidade da {«,}, vamos multiplicar ambos os lados da

equacao 4.3.13 por v, e integrar.

/1/Jm(x) x)dr = ch /d}m “thp(x)dx = chémn = Cp. (4.3.14)

n=1

Assim

:/wn(x)*f(ﬁ)dﬁ (4.3.15)

Como ja mencionado no capitulo Formalismo Matematico, temos que

D e =1. (4.3.16)
n=1

Podemos demonstrar que isso também decorre da normalizacao de v, vamos to-

mar ¥(z,0) como sendo uma fungao de onda no estado inicial.

L= [ 10, 0)de = (S5 et (2)* (5555 cathnl)d =
D nm1 D=1 anfiﬁm “Yo()dr =321 D1 CrnCnOmn = Dy |cn]?1 = Y1 |cnl?

Esse resultado seria 0 mesmo para um ¢ arbitrario, mas utilizamos essa notagao
para demonstrarmos a peculiaridade asseguir.
Vamos utilizar do mesmo método para encontrar o valor esperado para a energia

da particula.
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A probabilidade de se obter uma energia determinada independente do tempo, € o
lc.|? que permanece constante, essa € uma manifestagdo da conservagdo da energia
na M.Q..
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5 Oscilador Harmonico Quantico

No caso classico, um exemplo de oscilador harmonico pode ser descrito por uma
massa m atrelado a uma mola de constante elastica &, possui aplicagdo em varios
ramos da fisica classica como péndulo, fluidos, circuitos eletromagnéticos, etc. O
movimento realizado pela massa m é descrito pela lei de Hooke (desprezando forcas
externas). .

d°x
F=—kx= mes (5.0.1)

A energia do oscilador harménico classico pode assumir qualquer valor real ndo ne-

gativo.
1 1
E = —mv? + Zmwa?, (5.0.2)
2 2
onde
x = x(t) = Xy, cos (Wt + @), (5.0.3)

W= \/% é sua frequéncia angular de oscilagao e z,, € a distancia inicial da massa
com relagao a posigao de equilibrio. Como a massa realiza um movimento oscilatorio
em torno de um ponto e ndo ha forgas dissipativas, sua energia mecanica esta se

conservando.

E = %mwsz : (5.0.4)

Mas é claro, nao existe oscilador harmoénico perfeito, se a mola sofrer uma defor-
midade extrema a lei de Hooke falhara, mas praticamente todo potencial € aproxima-
damente parabdlico em torno de um minimo local.

Quanticamente o sistema do oscilador harmonico tem aplicacdes como cinética
de moléculas estaveis, vibragcdes em estruturas cristalinas, oscilacées torcionais de
moléculas, oscilagdes em cavidades épticas, etc. O nosso problema quantico é tentar

resolver a equacao de Schrddinger para o potencial de um oscilador harménico.

V(z) = 1mw2x2. (5.0.5)

Mais uma vez utilizaremos da equacao de Schrddinger independente do tempo
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para que possamos resolver esse problema, substituindo V' (x) temos

B 1
_%d_;f + Gt = By, (5.0.6)

A seguir vamos resolver essa equacao e determinar seus valores de energia utili-

zando o método algébrico.

5.1 Meétodo Algébrico

Vamos comecar reescrevendo a eq.(5.0.6) utilizando o hamiltoniano na forma

g ° + (mwd)’]Y = By, (5.1.1)

Fatoraremos o hamiltoniano da forma:

u? +v? = (iu+v)(—iu+v). (5.1.2)

Porém p e 1 sdo operadores e nao comutam, ou seja ip # pz. Definimos

1
al = (—ip + mwd) (5.1.3)

2hmw

= < (ip + mwd) (51.4)

a = 1 mwux). P I
2hmw b

Sendo assim, o produto de aa' é,
1 1

At —
aa' =
2hmw

(ip + mwi)(—ip + mwz) = [p* + (mwz)? — imw(xp — pr)]. (5.1.5)

2hmw

Podemos escrever aa' utilizando a relagdo de comutagéo [A, B] = AB— BA, dessa
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forma

l
o7 |

1
aal =

~2 ~\21

2, 7]. (5.1.6)

Utilizando a representacao de & e p podemos verificar sua relacao de comutacao.

hod hd _ ﬁ(xdf(a:)_xdf(m)_

dr iz f(l’>> = ifif(z). (5.1.7)

1 dx 7
Portanto,
[z, p] = ih. (5.1.8)

Podemos reescrever o hamiltoniano através de

1 - 1
aal = —H + — 1.9
aa +2 (5 )

= H = hwlaa' — =], (5.1.10)

onde 1 é o operador unidade.

Podemos obter a relagdo de comutagéo de [a, a'],

[a,a'] = aa’ —a'a =1 (5.1.11)
Escrevendo

= ()h(al + ) (51.12)

xr = 2w a a A

ﬁ:i(m;“’ﬁ)é(af—a), (5.1.13)

temos através do comutador [z, p| = ih
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[af,a] =1.

Dessa forma o hamiltoniano se torna

Definido n = a'a ,

(5.1.14)

(5.1.15)

(5.1.16)

(5.1.17)

Temos que [H,7] = 0 () é o operador nulo), portanto exite uma base de autoesta-

dos em comum que vamos denotar como |n). Assim,

Hln) = E,|n) e n|n) = n|n)
(7 +3)In) = Enln)
ifn) + 3ln) = Ealn)
nln) + 3ln) = En|n)
E,=(n+ 3)hw

Vamos apresentar algumas caracteristicas dos comutadores de 7» com a e a':
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(7,a) = dffa, a] + [a', aJa
[7,a] = al[0] + [~ 1]a
[h,a] = —a

De (I) temos que

a'|n)
a'|n)
atnln) + a'|n)
nal|n) + af|n)

(n+1)(a'[n))

(5.1.18)

Assim (af|n)) é autoestado de 7 com o autovalor (n + 1), ou seja fc,|n + 1) =

(n 4 1)c,|n + 1) Onde ¢, € uma constante. Portanto

Tomando o complexo conjugado de a'|n)

a'ln) = cun + 1)

(nla = ¢, (n+1|

e realizando o produto escalar na equagéo em a'|n) = ¢,|n + 1), temos

(n(1+

<n]aaT]n

a'a)ln

(n+ 1)(njn

)
)
(n[(1 +n)[n)
)
)

(n+1

(5.1.19)

(5.1.20)

(5.1.21)
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onde assumimos os autoestados de n normalizados. Entao,

a'ln) = v/(n+1)jn + 1) (5.1.22)

Podemos ver que a atuagao de a' em um dos autoestados de 7 resulta no autoes-
tado uma unidade acima. a' é chamdo de operador de criagao.

De (ll) temos que

n(aln)) = (n — 1)a|n) (5.1.23)

Assim a|n) € autoestado de » com o autovalor (n — 1), isto € nc,|(n — 1)) = (n —
1)c,|n — 1), e consequentemente a|n) = ¢, |n — 1).
Da mesma forma que o anterior, vamos tomar o complexo conjugado e realizar o

produto escalar.

(nla" = ¢t (n — 1] (5.1.24)
(nlataln) = ciep(n —1n—1)
(nlifn) = |caf
ninln) = lea|”
len|> = n (5.1.25)

¢, = +/n onde assumimos o modulo de ¢, normalizado.
Portanto, a|n) = /n|n — 1)
Podemos ver que a atuacao de a em um dos autoestados de 7 resulta no autoes-

tado uma unidade abaixo. a € chamado de operador de aniquilagao.
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De uma forma geral temos que
afln) = vn+1n+1)
aln) = /nln —1).

Sabendo que a norma de a|n) € ndo negativo

laln}| = 0
(n|ataln) >0

(nl (2In))

(nfnfn

0

v

v

0

)
) >0

v

v

n > 0. (5.1.26)

A atuacgao sucessiva de a em um alto estado |n) pode conduzir a valores negativos
de n, sendo n = 0 um valor possivel, definimos o estado fundamental a|0) = 0. Entao
os valores possiveisdensaon=0,n=1,n=2, ...

Logo,

Hin) = Euln) = (n + %)fmm (5.1.27)

E, = (m%)m, n=0,1,23, .. (5.1.28)

Ao compararmos com o caso do oscilador harménico classico, temos que classi-
camente a energia é continua e ndo negativa, enquanto que quanticamente a energia
assume valores quantizados e bem definidos para n = 0,1,2,3,.... Outro ponto im-
portante € o menor valor de energia, enquanto que classicamente o menor valor de
energia € zero, quanticamente temos que a menor energia que o sistema pode assu-
mir é de Ey, = 3/w.

Devido a ordem de grandeza da constante de Planck ser de 1073, ndo é possivel
observar a quantizagao da energia em um sistema macroscépico, por isso em siste-

mas macroscopicos a energia aparenta ser continua.
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O resultado E, = %ﬁw é chamado em M.Q. de energia de ponto zero, que é a
menor energia que uma particula quantica confinada a uma regido pode possuir, 0
gue é uma consequéncia do principio de incerteza de Heisenberg. Assim, a particula

nunca podera estar em repouso absoluto.
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6 Conclusao

Nesse trabalho realizamos uma breve revisao dos aspectos principais da mecanica
quantica desde sua introducao histérica, passando pelas idéias fundamentais que
compde os pilares da teoria quantica, a matematica sob a qual esta fundamentada e
sua estruturacao algébrica, bem como a aplicagao a problemas académicos simples,
mas de grande utilidade didatica que sao o caso da particula livre e o potencial do tipo
pogo quadrado infinito. O objetivo central do trabalho foi aplicarmos a teoria quantica
ao caso do potencial do tipo oscilador harmdnico, isto €, resolvermos a equacao de
Schrédinger para esse potencial. O oscilador harménico € importante em muitos ra-
mos da fisica moderna como cinética de moléculas estaveis, vibracdes em estruturas
cristalinas, oscilagoes torcionais de moléculas, oscilagbes em cavidades épticas, etc.
Nos utilizamos o método algébrico (vetores de estado e espaco vetorial), pois nesse
caso permite um tratamento mais simples do que o método analitico (fun¢des de onda
e analise funcional). Definimos operadores de criacdo e aniquilacao e através des-
tes reescrevemos o hamiltoniano do sistema. Por meio das propriedades algébricas
desses operadores foi possivel mostrar que, ao contrario do que é previsto pela fisica
classica, os niveis de energia do oscilador harménico sao discretos e nao continuos e

gue ha um estado de menor energia possivel que é nao nula.
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