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Resumo

Este trabalho tem inicio com uma breve introdugdo abordando eventos marcantes na
formulagdo das teorias gravitacionais. Na sequéncia apresenta-se uma revisao dos funda-
mentos da mecanica celeste a luz da mecanica newtoniana. Na terceira se¢do discute-se
o impacto de uma classe de variacoes da teoria newtoniana e, por fim, se estabelece
uma condicao para que a teoria reproduza o dado observacional do avanco do periélio de

Merctrio.

Palavras-chave: teorias alternativas da gravitacao; gravitacao newtoniana modificada;

testes gravitacionais; avango do periélio de Merctrio.
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1 Introducao

A mecanica newtoniana é considerada uma revolucao para a fisica e ciéncias. Prova
disso sao os inimeros avancos tecnologicos que surgiram ao longo dos cerca de 300 anos
de reinado da chamada fisica classica, toda baseada no arcabouco teodrico introduzido
por Newton. Até mesmo apds o advento da relatividade especial, outra formulacao da
mecanica que também revolucionou a ciéncia mundial, a fisica newtoniana continua sendo

base satisfatoria para os estudos de muitos sistemas fisicos.

No campo da gravitacao, nao foi diferente. A teoria da gravitagao universal, ja introduzida
no trabalho seminal de Newton, os Principia, é um modelo tedérico que satisfatoriamente
explica os fendmenos a nivel do Sistema Solar. Mais do que isso, a gravitacao newtoniana

também colecionou resultados que permitiram novas descobertas.

1.1 Alguns sucessos da gravitagcao newtoniana

Edmund Halley, recorrendo as equacgoes formuladas por Isaac Newton, apontou que os
cometas observados nos anos de 1531, 1607 e 1682 nao eram corpos distintos, mas sim
manifestacoes recorrentes de um mesmo astro que orbita o Sol com um periodo aproxi-
mado de 75 a 76 anos. Sua conjectura foi posteriormente corroborada pelas estimativas

de Alexis Clairaut, que conseguiu prever o retorno do cometa no ano de 1759 [1].

Urbain Le Verrier e, de forma independente, John Adams apontaram que certas irregulari-
dades observadas na orbita de Urano poderiam ser explicadas pela influéncia gravitacional
de um planeta ainda desconhecido. Em 1846, apenas um dia apos receberem a previsao
de Le Verrier para sua posicao, astronomos alemaes localizaram o novo planeta que agora

é chamado de Netuno [1].

Outros sucessos da teoria newtoniana podem ser encontrados, por exemplo, nas referéncias

2] e [3].

1.2 A inconsisténcia da gravitacao newtoniana para Mercurio

Por volta do meio do século XIX, os astronomos constataram que o periélio de Mercirio -
o ponto de sua Orbita em que o planeta se encontra mais proximo do Sol - apresentava um
deslocamento progressivo ao longo do tempo, avancando a uma taxa de 574,1 segundos de
arco por século. De acordo com a dindmica de dois corpos descrita por Kepler, o periélio

deveria permanecer fixo. No entanto, parecia claro que o avanco deveria ser causado pela
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influéncia gravitacional dos outros planetas, que perturbariam ligeiramente a orbita de

Merctirio [1].

Le Verrier calculou a contribuicao de cada planeta para o avanco do periélio, porém os
resultados apresentavam uma discrepancia de 42,9 segundos de arco por século, que nao
podia ser explicada pelas interagoes conhecidas. Inspirado pelo sucesso de Netuno, Le
Verrier e outros apoiaram a existéncia de um outro planeta entre Merctrio e o Sol, que
provisoriamente recebeu o nome de Vulcano. Apesar de diversas buscas sistematicas,

nenhuma evidéncia desse planeta foi encontrada [1].

O problema persistiu por décadas e a solugdo se mostraria muito mais exética do que se
poderia imaginar a época. Apos alguns anos de trabalho na busca por uma teoria gravi-
tacional consistente com as leis da relatividade restrita e a colaboracao de varios grandes
cientistas como Marcel Grossmann, Gunnar Nordstréom, Adriaan Fokker, Max Abraham
e outros, Einstein construiu a primeira teoria relativistica da gravitacao e consistente com

os dados observacionais da variagao do periélio de Mercurio.

A resolucao do problema de Mercurio ja é lendaria. O local é Berlim,
novembro de 1915. Albert Einstein, usando as novas equagoes da re-
latividade geral, calcula o movimento de Mercurio e demonstra que as
leis relativisticas do movimento orbital explicam a notéria discrepan-
cia. Einstein ficou radiante e, mais tarde, escreveu a um amigo que essa

descoberta lhe causou palpitagoes cardiacas [1, p. 139, tradugdo nossa/.

1.3 Teoria relativisticas modificadas

A teoria da relatividade geral de Albert Einstein consolidou-se como teoria dominante para
descrever a interacao gravitacional, por explicar com notavel precisao diversos fendomenos
gravitacionais. Desde sua formulacao, a teoria tem sido submetida a iniimeros testes

observacionais, superando-os com sucesso e reafirmando sua validade [4].

Apesar de seu sucesso, teorias alternativas tém sido estudadas na esperanca de refinar ou
ampliar nossa compreensao de gravidade. Uma alternativa notavel é a teoria de Brans-
Dicke, proposta como uma forma de incorporar um acoplamento gravitacional varidvel (a
constante gravitacional) que, em certos limites, retorna a relatividade geral [4] que, por

sua vez, possui um limite onde a gravitacdo newtoniana é também recuperada.

Mas muitas teorias gravitacionais relativisticas podem ter limites classicos diferentes de
uma teoria newtoniana, e é sobre esse cenario que este trabalho é construido: como

introduzir modificagoes na gravitagao newtoniana que possam incorporar efeitos trazidos
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por teorias relativisticas alternativas?

1.4 Revisao de literatura

Mesmo apoés a consolidacao da relatividade geral e das teorias relativisticas da gravitacao,

propostas de modifica¢oes da gravitagdo newtoniana ja foram discutidas na literatura.

A referéncia [5] apresenta uma proposta de modificacdo diretamente na lei de forga gra-
vitacional, incorporando a constante de Rydberg R. Ja a referéncia [6] discute uma
modificacdo na lagrangiana newtoniana abarcando termos como V? - esse tipo de modifi-
cacdo leva a equacoes de campo de ordem superior. Em direcao a abordagem empregada
neste trabalho, a referéncia [7] propde uma extensao da lagrangiana newtoniana incluindo
um campo escalar focado em aplica¢oes na cosmologia. Em continuidade, um trabalho
mais recente dos mesmos autores apresenta, na referéncia [8], um estudo interessado nas
propriedades fisicas de estrelas sob tal modificacdo. Finalmente, a referéncia [4] - que
serviu de inspiracao para este estudo - analisa em que condi¢ao a lagrangiana newtoniana

modificada corresponde aos dados observacionais do avango do periélio de Merctrio.

Dentro dessa perspectiva, formulamos a seguir os objetivos e justificativa do trabalho.

1.5 Objetivos e justificativa

Este trabalho tem como objetivo estudar efeitos de modifica¢des na gravitacao newtoniana
que sejam consistentes com os dados observacionais do avanco do periélio de Mercurio.

Dentro dessa questao abrangente, os seguintes objetivos especificos surgem:

o Revisar a lagrangiana e as derivagoes das equacoes de campo gravitacional newto-
niano, o sistema binario e sua perturbagdo por um terceiro corpo para estudar a

variacao do periélio orbital.

 Anélise de modelos com lagrangianas mais gerais, estendendo a proposta da ref. [7],

com obtencao das equagoes de campo e estudo perturbativo para campos fracos.

o Comparar a teoria modificada com os dados observacionais, a fim de determinar os

parametros que tornem o modelo consistente com as observagoes.

A relevancia do estudo que se propde é justificado de algumas maneiras: ¢) buscar uma
modificagdo da gravitagdo newtoniana ¢ importante para compatibilizacdo com as mo-

dernas teorias gravitacionais relativisticas; i7) uma teoria gravitacional newtoniana que
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incorpore possiveis efeitos tipicos de teorias relativisticas ainda é conceitualmente e ma-
tematicamente mais simples para andlises numéricas de alguns sistemas complexos com
recurso computacional; e iii) é suficiente para estudos de muitos problemas astrofisicos
e cosmoldgicos onde o campo gravitacional é fraco, como a dindmica de galdxias, por

exemplo [4].
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2 Revisao da Gravitacao newtoniana

2.1 Equacoes da gravitacao newtoniana
2.1.1 A lei da gravitagao universal

A lei da gravitacdo universal estabelece que um corpo pontual de massa M exerce sobre
outro corpo pontual de massa m uma forca atrativa F; que varia inversamente com o
quadrado da distancia r entre os corpos. Em linguagem matematica:

- GMm

Fg = 7,,2 f? (1)

onde
G =6,673 x 107" m*kg~'s™? (2)

é a constante gravitacional newtoniana, determinada experimentalmente pelo fisico inglés
Henry Cavendish em 1798 [9].

2.1.2 O potencial gravitacional

—

Sendo F, um campo vetorial conservativo' (r # 0), uma forma alternativa para F, é

escreve-la como o gradiente de um potencial [1]:

F, =mVU, (3)
onde OM
U= (4)
T

é o potencial gravitacional newtoniano.?

Do ponto de vista fisico, a grandeza relevante é a for¢ca. No entanto, em alguns problemas,
lidar diretamente com vetores pode ser um desafio. Nessas situagoes, o uso do potencial
- uma grandeza escalar - se torna uma abordagem vantajosa para determinar a forga de

uma forma mais simples [9].

sto &, V x F; =0.

2Estamos definindo o potencial U como o negativo do potencial newtoniano tradicional, para seguirmos
a notagdo matematica usual de andlise pds-newtonianas. Na pratica, isso apenas mudaria a defini¢ao
da energia mecanica de uma particula como sendo a subtra¢do entre sua energia cinética e potencial
gravitacional.
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2.1.3 A aceleragao gravitacional

Ao comparar a equagao (3) com a sequnda lei de Newton:
F= md, (5)

é possivel obter uma expressao para a aceleracao gravitacional g, onde

j=VU, (6)
de modo que
. GM
g=——57 (7)

¢ a aceleragao gravitacional newtoniana.

2.1.4 A equagao de Poisson

Podemos determinar um fluxo gravitacional ® através de uma superficie S:
@ [ §-dd, (8)
S

onde dA é o vetor normal a superficie.

Se considerarmos o campo gravitacional ¢ gerado por uma particula de massa M e ado-

tando uma superficie esférica S, de integragdo de raio r, temos

Figura 1: Fluxo gravitacional.

o = j{ gcosBdA, 9)
Se
o angulo 6 formado entre g e dA em qualquer ponto da superficie é 7, de forma que

@:—97{% dA (10)
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e a integral resulta na area da esfera, portanto
& = —g(4m?), (11)

substituindo g = GM/r?, encontramos

_GM

72

o= (47r?) = —47GM. (12)

O resultado acima mostra que o fluxo gravitacional depende unicamente da massa contida
na superficie, a qual é sempre positiva. Diferentemente do que ocorre no eletromagnetismo
- em que as cargas podem ser positivas ou negativas, originando forgas tanto de atracao

quanto de repulsao - a gravidade se manifesta apenas como forga atrativa [3].

Pelo teorema da divergéncia de Gauss, temos
/g-d}xz/ﬁgdvz—zwaM. (13)
S v

Podemos generalizar a equacao acima considerando uma distribuicao continua de matéria,

escrevendo a massa como sendo a integral da densidade, tal que
/6-g*dvz—47rc;/ pdV
v 1%
V- §=—4nGp, (14)
substituindo § = VU,

V.VU = —4nGp
V2U = —47Gp, (15)

onde p ¢ a densidade de matéria e a equagao acima ¢ a equagdo de Poisson para gravitagao

newtoniana.

A equacao de Poisson mostra como se comporta o campo gravitacional newtoniano dada
uma densidade de matéria. Note que por ser uma equacao diferencial, ela atua pontual-

mente no espago. E na auséncia de matéria, temos [3]
ViU =0, (16)

conhecida como equacao de Laplace.
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2.1.5 Massa inercial e massa gravitacional

A maioria dos livros de graduacao dao inicio a secdo sobre gravitagdo enunciando as
equagdes acima, tal como foi feito, sem estabelecer uma diferenca clara entre as massas
das equagdes (3) e (5). No entanto, na equagdo (5), a massa m que aparece refere-se
a massa inercial m; do corpo, ou seja, a soma de todas as contribui¢cbes de massas de
seus constituintes. Esta massa é uma medida da resisténcia do corpo a ser acelerado
e ¢ completamente independente da particularidade das interagoes envolvidas. J& na
equacao (1), que descreve uma forga de natureza gravitacional, m deve corresponder a
capacidade do corpo de resistir a aceleragao provocada por uma interagao gravitacional.
Isso é o que se chama de massa gravitacional passiva, mg. A massa gravitacional ativa
estd relacionada com a propriedade intrinseca de um corpo em produzir potencial /forga

gravitacional. Essa é a massa M que aparece no potencial newtoniano (4) [1].

Newton ja reconhecia a importancia da massa inercial e da massa gravitacional passiva
serem equivalentes, isso é: m; = mg. Essa igualdade permite que corpos diferentes
sejam acelerados igualmente em um mesmo campo gravitacional, respeitando inclusive
o principio da equivaléncia fraca de Einstein. Assim, uma maneira 1util de discutir essa

equivaléncia é pensando justamente na violacao da igualdade mencionada [1]:
mg =m(1+mn), (17)

onde 7 é um parametro adimensional que mede a diferenca das massas.

Com essa nova notacao, podemos escrever a aceleracao de uma particula na presenca de

um campo gravitacional como:

F—F
5 GMmGA
m[a:—727‘
T
. mgGMA
== 18
T (18)

usando a violagao da equivaléncias das massas, temos

GM

r2

d=—(1+n) 7. (19)

Intimeros testes experimentais foram realizados, cuja esséncia era verificar se corpos di-
ferentes caiam em um mesmo campo gravitacional com diferentes aceleracoes. Um teste
importante foi realizado utilizando o sistema Terra-Lua. Os dois corpos tém composicoes

ligeiramente diferentes: a Terra dispoe de um nticleo de ferro-niquel e a Lua é dominada
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por silicatos. Se houvesse de fato uma violacao da equivaléncia das massas, os dois corpos

cairiam com diferentes aceleragoes em dire¢do ao Sol: isso afetaria a 6rbita Terra-Lua [1].

O alcance a laser lunar é uma técnica de reflexdo de feixe de lasers em
refletores colocados na superficie lunar durante os programas de pouso
lunar americano e soviético na década de 1970, e atingiu a capacidade
de medir a distdncia Terra-Lua em niveis subcentimétricos. Nenhuma
evidéncia de tal perturbacao na distancia Terra-Lua foi encontrada [1,

p. 5, tradugdo nossa.|.

Na verdade, nenhum teste apresentou uma violagao significativa na igualdade entre as

massas inercial e gravitacional [1].

2.2 O problema de Kepler

Um dos problemas mais simples da mecanica celeste é determinar o movimento de dois
corpos sujeitos a atragao gravitacional mutua, considerando que cada corpo é esferica-
mente simétrico. Esse também é um dos problemas mais relevantes, visto que em uma
primeira boa aproximagao, o movimento de qualquer planeta em torno do Sol pode ser
calculado ignorando os efeitos dos outros planetas. Esse tipo de sistema binario recebe o

nome de problema de dois corpos ou problema de Kepler [1].

2.2.1 Equagoes de movimento na base vetorial

Para descrever o problema de Kepler, é conveniente adotar o sistema de coordenadas

polares. Nesse contexto, defini-se o vetor posi¢ao 7 de um ponto no plano como:

7= (rcosf,rsinb,0)

=7, (20)

onde
7 = (cos#,sind,0), (21)

considerando que tanto a distdncia r quanto o &ngulo § dependem do tempo (veja figura
2).
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Figura 2: Diagrama de 7 em coordenadas polares.
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A partir dessa definicdo, podemos escrever os vetores velocidade v e aceleracao @ em

relacao a base de vetores definida. O ponto sobrescrito indicara diferenciacao temporal,

ou seja

Assim, segue que

de modo que

veja figura 3.

_dr
dt’

7

=7+

= i + 160

P _
0= Fri (—sinf, cosb,0),

Figura 3: Diagrama de 6 em coordenadas polares.

(22)

(23)

(24)
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Repare que ao derivar as func¢des que dependem de 6, precisamos derivar também @,
fazendo uso da regra da cadeia uma vez que 6 depende do tempo. Por isso, quando

deriva-se 7 aparece o termo 66.

Por fim
dv

a=—

dt

= jt(ff +r6d)

= i + 700 + 700 + 100 — r6*

= i + 2700 + r0h — 67
1d

= (F — rf®)F + ;%(TQQ')@A. (25)

2.2.2 Equacgao de movimento

Vamos, inicialmente, considerar uma versao simplificada do problema de Kepler, tratando
um planeta como uma particula teste se movendo sob influéncia do campo gravitacional
do Sol. Assim, de acordo com a segunda lei de Newton, o planeta se move com uma
aceleracdo ¢. Igualando essa aceleracao gravitacional newtoniana com a aceleracdo em

coordenadas polares,

j=i
M . 1d, .~
—ﬁafzuuwwv+rﬁ@%w. (26)
Imediatamente implica que
1 d 2/ ~
——(r"0)8 =0
rdt (r0)
d, o
—(r“0) =0
20 = constante. (27)

Por conveniéncia, defini-se essa constante do movimento de h:

20 = h. (28)
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Usando esse resultado na componente radial da equagao (26), chega-se, portanto, na

equacao diferencial de segunda ordem:

: M
i —rf? = —C; : (29)
. GM
T — ﬁ = — 7"2 (30)

, (31)

dando origem a

(33)

Essa redefinicao é 1til para descrever a posicdo em relacao ao angulo e ndo em relagao
ao tempo: isso dard uma descricao geométrica da orbita. A descricdo do movimento em

relagdo ao tempo serd tratada mais adiante [1].

Considere ;
U
r= 2 34

e podemos escrever a equagao diferencial (30) como:

—h2ud" — W2 = —GMu?
—h2u" — h*u=—-GM

. GM
=
GM

Ut u=— (35)



22

cuja solu¢do é a equagao da segdo conica (maiores detalhes sobre a solu¢ao podem ser

encontrados no Apéndice A):

r(¥) = 1+ ecoi(@ —w)’ (36)

onde e é a excentricidade, w é uma constante arbitraria e p = h*/(GM) é conhecido como
semi-latus rectum. Como r representa a distancia da curva até um ponto chamado Foco,

conclui-se que esse é o ponto onde esta localizado o Sol.

Quando 6 = w, r atinge um valor minimo:

b
1+4+e¢’

Tmin =

(37)

esse ponto é chamado de pericentro. No caso especifico de orbitas ao redor do Sol, ele é
chamado de periélio [1]. Observe que se 0 < e < 1, recuperamos a primeira lei de Kepler
que afirma que os planetas se movem em trajetorias elipticas ao redor do Sol. E que se

0 = w é o periélio, entdo o ponto de maior separacao é quando § = w + 7 [1]:

mazr — 5 38
r T2 (38)

esse ponto é chamado de apocentro. No caso especifico de orbitas ao redor do Sol, ele é
chamado de afélio. A nocao de apocentro deixa de ter significado quando as trajetérias

sdo parabdlicas ou hiperbdlicas,; pois ., — oo [1].
O tipo de trajetéria orbital depende do valor de e e suas possibilidades estao ilustradas

na Figura 4.

2.2.3 Movimento no tempo

velocidade radial:

Derivando a solugao de Kepler, equacao (36), no tempo, obtemos uma expressao para a
. d
i

t

d

i (=)
d

p .
do <1+ecos(9—w)> ¢

T L —esin(fd — w)]f
= T+ ecos(@—wyp Con@—w)lf
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r

T max

Foco = Centro

Foco
(a) Trajetéria circular com e =0 = r = p. (b) Trajetoria eliptica com 0 < e < 1.
Tmin T'min
Foco Foco
(c) Trajetéria parabdlica com e = 1. (d) Trajetéria hiperbdlica com e > 1.

Figura 4: Diagrama das possiveis trajetérias do problema de Kepler.

lembrando que h = 20 = 0 = h/r?, podemos substituir 0 na expressao anterior, resul-

tando em
. D , h
_ —w)
= Tt ecos@ w0 —w)5;
p . h
= sesin(f — w)p—2

[1+ ecos(f — w)] [ecos(@—w)?

= —esin(f — w
; ( )

por fim, lembrando que p = h?/(GM) = h = \/GMp, entao substituimos h na expressio

acima e encontramos

|IGM .
= Tesm(é’—w). (39)

Agora o interesse estd em determinar a velocidade angular. Foi visto que:

7;:je<1+eco];(e—w)>9" (40)
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isolando # e usando o resultado de 7, somos conduzidos a

,,:.
5 ()|

:l GM%mw_wﬂ{ﬂ+m%w—wW}

0.:

P pesin(0 — w)

GM 2
= \/pT[l + ecos(f — w)]”. (41)

Para obter informagoes do periodo de uma orbita, seguimos os seguintes passos:

g |GM
dt \ p3

it = \/T —i—ecoif@ w)]
/dt \/7/ 1+ecos€ w)]?

cuja solugao é (veja referéncia [1, p. 147])

[1+ ecos(f — w)]?

a3

t—T =
GM

(u— esinu), (42)

onde a = p/(1 — €*) é o semi-eixo maior, e representa essencialmente a distancia média

do planeta ao Sol; f =6 —w e sinu = /1 —e?sin f/(1 + ecos f).

Ao percorrer uma 6rbita completa (u = 27), temos:

a3

revelando a terceira lei de Kepler que diz que o periodo P de uma orbita planetaria é

proporcional a a2 [1].

2.2.4 O momento angular orbital

O momento angular L de uma particula é definido como:

L

¥ X P, (44)
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onde 7 é a posicao e p = mv é o momento linear. Dessa forma,

XU

m(rf) x (i + r60)

= mr20k. (45)
No problema de Kepler, verificamos que 720 = h é uma constante. Isso indica que o mo-

mento angular é conservado ao longo do tempo. Como consequéncia, a 6rbita permanece

em um mesmo plano orbital, sem sofrer varia¢des na sua orientacao espacial [1].

Agora considere um avanco muito pequeno df na trajetoria, a ponto de se poder considerar

o setor circular formado como um tridngulo (veja figura abaixo).

/K'ds

r

Figura 5: Diagrama de um avanco df.

A area A do triangulo é igual a:

A s
2
_ r(rd0)
2
r2df
= ) 46
. (16)
Portanto, a taxa com que a area ¢é varrida é constante.
an_s*do
dt 2 dt
h
=—. 47
; (47)

Esse resultado exprime a sequnda lei de Kepler que diz que o raio-vetor que liga o Sol a

um planeta varre areas iguais em intervalos de tempo iguais.

2.2.5 O sistema binario

Uma analise menos simplista do problema de Kepler é, ao invés de tratar o planeta como

uma particula teste orbitando o Sol, considerar também a influéncia gravitacional do
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planeta sobre o Sol, ou seja, um verdadeiro problema de dois corpos. No entanto, se
analisado a partir do ponto de vista do centro de massa do sistema, mostra-se que o
problema se reduz a um problema efetivo de uma particula de massa reduzida orbitando

o centro de massa [3]. Mostraremos isso a seguir.

O vetor posicao do centro de massa 7y de um sistema de dois corpos é dado por

o myT + mars
reyy — ——————. (48)
mi + mas

Se tomarmos um referencial com a origem no centro de massa, entao
FC’M =0 = mlf'l + mQFQ = 0. (49)

De forma que a aceleracao relativa 7 das massas é expressada como

F=1 —T
N = My
=r+r—
mao
N my
()
mo
-3 <m1 * m2> (50)
mo

F=7 <m> . (51)

m
M =1Mm1T
a Gmimg
Hr = = 2 ) (52)
r
onde
mims
= (53)
m
¢ a massa reduzida do sistema.
-, Gmyp
pr= ot (54)

No lado esquerdo da equacgao, o termo w% corresponde a forca que uma particula de massa

reduzida p sente a uma distancia 7 da origem. J& o lado direito nos diz que a forca, de
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natureza gravitacional, é gerada por m. Isso revela que hd uma equivaléncia entre um sis-
tema de um corpo influenciando gravitacionalmente o movimento de uma particula teste,
e o problema de dois corpos interagindo mutuamente. Este dltimo ¢ matematicamente
equivalente a uma particula de massa p se movendo no campo gravitacional gerado por
um corpo de massa m. Dessa forma, as equacoes deduzidas anteriormente se mantém

validas para o sistema bindrio, bastando substituir a massa M por m = mq + ms.

2.3 Meétodo das 6rbitas osculantes
2.3.1 Orbitas keplerianas no espaco

A descrigao orbital no problema de Kepler é feita com base na prépria orbita do corpo,
pois ela permanece fixa no tempo devido a conservagao do momento angular. No entanto,
essa abordagem se torna menos apropriada quando se considera um sistema de dois corpos
perturbado por um terceiro. Nessa situagao, a orbita ndo permanece constante. Ela se
modifica com o tempo devido a perturbacao gravitacional gerada pelo terceiro corpo. Para
tal aplicacao, ¢ necessaria uma descricdo mais completa em relagao a um plano orbital

referencial fixo [1].

A figura 6 apresenta o plano orbital cruzando o plano fundamental em um angulo i. A
linha de interseccdo entre os dois planos é conhecida como linha de noés. €2 é o angulo
formado entre o eixo X e a linha de nés, w é o angulo entre a linha de nés e a distancia

do periélio e f é o angulo entre a distancia do periélio e o vetor posi¢ao do corpo m;.

De acordo com o novo sistema de referéncia, as componentes do vetor posicao 7 passam

a ser [1]
r* = rlcos Qcos(w + f) — cosisin Qsin(w + f)], (55)
7Y = r[sin Q cos(w + f) + cosicos Qsin(w + f)], (56)
r? = rsinisin(w + f), (57)

onde 7 = p/(1 + ecos f).

Derivando as equagoes acima no tempo, obtém-se as componentes da velocidade. Essas
equagoes e uma descricao mais detalhada da mudanca de referencial podem ser encontra-

das na referéncia [1].
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ascending node

Figura 6: Novo referencial fixo.
Fonte: [1, p. 151].

2.3.2 Aceleracao perturbativa

Vamos supor que a aceleragao relativa de um sistema de dois corpos seja dada por:

- Gm ,
Q=——5F + d,, (58)
onde
@, = RF + SO + Wk (59)

¢é a aceleragao perturbativa do sistema e m = my + ma.

2.3.3 O método

E sempre possivel resolver a equagao (58) encontrando a solugdo da equagio diferencial
seja por métodos analiticos, quando o problema ¢ simples, ou por métodos numéricos. No
entanto, sera usada a abordagem que foi inicialmente concebida por Euler e Lagrange,

chamada de método da osculagio de elementos orbitais [1].

O método consiste em adotar a solucdo do problema de Kepler como solugao para o
problema perturbado, fazendo com que os elementos orbitais u* = (p,w,e) variem no
tempo p®(t). O significado do método é que a érbita ndo é mais uma elipse estatica como

no problema de Kepler, mas uma elipse cuja forma evolui no tempo e rotaciona no espaco.

[1].
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De forma geral, as equagoes de movimento podem ser expressadas como:

7(t) = Ficepter (t, 1 (1)) (60)
7(t) = o Foaper 1, 1°(1)
v - dtrKepler y
GFKEPZBT a/r_"Kepler d,ua
= 1
ot i zo; op~  dt (61)
, d o
(1) = T 1.1 (0)
o aﬁK epler affK epler d,ua
o Xa: ope dt
(62)
Se
a= aKepler + a:;m (63)

entao podemos extrair que

— aff}(’eple'r d’ua
— - 64
G, -y Per (0

2.3.4 Equagoes osculantes
A referéncia [1, p. 160] discute como calcular a variagao dos elementos orbitais em rela¢ao

a f. A seguir, sdo apresentadas respectivamente a variacao da excentricidade e do periélio

quando as perturbacdes sao pequenas:

de _ p? sin f 2cos f + e(1 + cos® f)
df ~ Gm [(1 + e cos f)2R+ (14 ecos f)3 S] ’ (65)
e
dv 1 p? cos f 2+ecosf . sin(w + f)
df ~ eGm [_(1 + ecos f)? (14 ecos f)3 Sin & = eCOtl(l +ecosf)3W] - (66)

O interesse estd a cerca de conhecer qual o acimulo dessas variagdes ao longo de uma

orbita, portanto:

o_ [Tdp”
Ap® = /0 G (67)
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Dividindo o resultado acima pelo periodo kepleriano de érbita P, temos uma medida de

quanto o parametro varia por tempo de Orbita:

dp® _Ape
( dt )SBC a P . (68)

O termo sec, que aparece na expressao acima, direciona a pensar em termos de séculos,

ja que as variagoOes serdo realmente significativas em grandes escalas temporais.

2.4 Perturbacao por um terceiro corpo

Um caso interessante para se estudar € o sistema Sol-Merctrio, perturbado por um terceiro
corpo remoto, como Jupiter, a segunda maior massa do sistema solar. Esse é um problema
de trés corpos, considerando que o terceiro corpo esta longe o suficiente para que sua

influéncia gravitacional seja fraca [1].

A aceleragao @y, que Merctrio ira sentir é dada por:

—

. _Gmsf_ GTTLJ(F—R)

r2 7~ RJ?

, (69)

ayr =

onde mg é a massa do Sol, m; a massa de Jupiter, 77 é o vetor posicao que liga Sol-Merciirio

e 7 — R é o vetor que liga Jupiter-Merctrio (veja Figura 7).

Mercurio

Jupiter

Figura 7: Diagrama do problema Kepleriano perturbado por um terceiro corpo.

A aceleragao dg que o Sol ird sentir é dada por:

. GmM N G’ITLJ A~
as = 2 T+ 22 R, (70)

tal que R é o vetor que liga Sol-Jupiter.



31

A aceleragao relativa @ do sistema é dada por:

—

a=dy — ds

Gmg . GMJ(F—E> (GmMA Gmy A>
= — — = — R). 71
2 R 2 TR (71)
Removendo os termos keplerianos, resta a aceleracao perturbativa:
F~R R
a, =—G ——+ = |. 72
i = _Cm, (h?_ s RQ) ()

Através de um processo de aproximagao por série de Taylor, assumindo que R > r (veja
Apéndice B para maiores detalhes), a aceleragao perturbativa pode ser escrita como:
Gmyr A

ay =~ 7= 3 R)R)]. (73)

R=4a, f:—GngJT [1-3(7- R, (74)

szap-é:?)GZ;T(A R)@-R), (75)
s Gmyr,. .~ =

W=, k=325 Rk R). (76)

Apesar das equacoes R, S e W terem sido obtidas no contexto do sistema Sol-Merciirio
perturbado por Jupiter, sao aplicaveis a qualquer sistema com perturbagao gravitacional

analoga [1].

Ainda que Merctrio e Jupiter ndo se movam no mesmo plano orbital (hd uma inclinagao
relativa de 6 graus), por razoes de simplicidade, serd assumido que ambos se movem em
um plano orbital comum. Além disso, serd adotado que Jupiter se move em uma orbita
circular de raio R, bem como que a massa do Sol é predominante em comparagao com a

massa de Mercurio [1].

Com isso, a frequéncia angular €2; com que Jupiter revoluciona é expressa por:
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Gms

7 R*Q?
Gm
" QJ = R3S7 (77)

onde F, representa a forca gravitacional e I, a forca centripeta. E vélido considerar R
como a distancia de Jupiter ao centro de massa, uma vez que 99% da massa do sistema

solar esta concentrada no Sol [3].

O angulo descrito por Jupiter enquanto Mercurio completa uma oOrbita é chamado de

anomalia verdadeira F' e é obtido fazendo:

F=Q;t

=Q;P
B \/Gm52 \/ a3
a R3 m Gms
a3
=27 e < 1. (78)

De forma que a direcdo R pode ser escrita como:

R = cos Fi + sin FJ. (79)
Além de que ja conhecemos:

7 = cos 01 + sin )

= cos(f + w)i +sin(f + w)J, (80)

= — sin6i + cos 0
= —sin(f + w)i + cos(f + w)j. (81)

Agora temos condigoes de calcular os produtos escalares com o objetivo de determinar as

componentes R, S, W encontradas anteriormente. Portanto,

7R =cos(f +w)cos F+sin(f +w)sin F
=cos(f +w—F), (82)
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A

f- R = —sin(f + w)cos F 4 cos(f + w)sin F
= —sin(f +w—F), (83)

k-R=0, (84)

uma vez que R est4 no plano xy. Obtém-se, portanto,

R:-Ggfu—3m§u+w—Fm (85)
S:—3Gg3ﬂsin(f+w—F)cos(f+w—F), (86)
W=0. (87)

Usando que r = p/(1 + ecos f),

~Gmyp[1 —=3cos®(f +w —F)]

R: P )
R3 (1+ecosf)

Gmypsin(f+w — F)cos(f +w— F)

§=-3 R3 (1+ecosf)

(89)

Agora torna-se possivel calcular a variacao de w no tempo, através da equacao osculante

(66).

do 1 p? {_ cos f [_ij p

df “eGm | (1+ecosf)? R3 (1—|—ecosf)<1_3COS2(f+w_F)>1

Gmy b
R3 (1+ecosf)

2+ecosf .
5 sin f l—?)

(90)

A integracao desse termo para se obter a variacdo de w por érbita é bem complicada
e, portanto, se recorreu ao software Wolfram Mathematica® para tal procedimento, cujo

cddigo estd disponibilizado no Apéndice C e sua solucao é:

2 dw
Aw:/o "

B 37 myp?

5T (1 —e*) ™21 + 5cos2(w — F)]. (91)

3Link: https://www.wolfram.com/mathematica/
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O valor médio de Aw ¢ calculado integrando w de 0 a 27 e dividindo o resultado por 27:

(Aw) = ?;T?ﬁs (1 — ¢2)=52 {;ﬂ /02”[1 +5c082(w — F)]dw} , (92)

como o cosseno tem média nula,

3m myp 95
Aw) = — 1— /2
(Aw) 2 mR3( ¢)
3rmy (a3
=T (R) (1= (93)

Consultando o site da NASA * conseguimos obter os valores dos parametros orbitais acima
para cada planeta do sistema solar. Embora os calculos tenham sido feitos considerando

Jupiter, o resultado acima pode ser aplicado aos demais planetas. Aplicando para Jupiter:

(Aw) =~ 1,89 x 107° radianos/6rbita
= 0, 38984 segundos de arco/érbita. (94)

O periodo orbital P de Mercurio é igual a 87,969 dias, equivalente a 0,2408 anos ou
0,002408 séculos. Recorrendo a equagao (68), temos:

dw i

s = 161, 89 segundos de arco/século. (95)
A Tabela 1 apresenta dados disponiveis na literatura, os quais demonstram boa concor-
dancia com o resultado numérico obtido a partir dos dados fornecidos pela NASA. Vénus
tem a maior contribuicao para o avancgo do periélio de Mercurio devido a sua proximidade,
seguido por Jupiter devido a sua massa. A soma de todas as contribui¢oes planetarias
resulta em 531,2 " /século, com uma discrepancia de 42,9 ”/século que nao é explicada

pela teoria gravitacional newtoniana, mas que ¢ precisamente explicada com a teoria da

relatividade geral de Einstein [1].

Revisamos neste capitulo aspectos basicos da gravitacao newtoniana e o problema de
Kepler. Vimos como um sistema binario tem como solu¢do uma Orbita eliptica estatica,
com parametros orbitais constantes. Com isso, o fendmeno do avango do periélio, mais
fortemente observavel na érbita de Mercurio, s6 é produzido devido a perturbagao dos
demais planetas do sistema solar e, ainda assim, nao o faz de maneira suficiente para

explicar os dados observacionais.

4Link: https://nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary/factsheet/
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Tabela 1: Contribui¢ao planetaria para o avango do periélio do Mercurio. Fonte: Ref. [1],
adaptada pelo autor.

Planeta Avanco [”/século]

Vénus 277,8

Terra 90,0
Marte 2,5

Jupiter 153.,6
Saturno 7,3

Total 531,2

Valor observado 574,1
Discrepancia 42,9

Discrepancia atual 42,98 £+ 0,04
Predicao da relatividade geral 42,98

No préximo capitulo, iremos explorar uma proposta de modificagdo da gravitagdo newto-
niana e examinda-la sob a luz da variacao do periélio orbital. Buscaremos entender como
a teoria modificada pode introduzir a variagao dos elementos orbitais ja em um sistema
bindrio e analisar a condi¢ao necessaria para que se tenha concordancia com os dados

observacionais para Mercurio.



3 Teoria newtoniana com G variavel

Inicialmente, notemos que a equagao de Poisson da gravitagdo newtoniana (15), pode ser

obtida a partir da lagrangiana [7]:

_VU-VU

£ G

pU, (96)

onde p é a densidade de matéria, U é o potencial gravitacional newtoniano e G é a

constante gravitacional. Aplicando a lagrangiana £ na equacao de Euler-Lagrange:

- OL 0L
Vi—e——— =0, 97
ovu oU &7
temos
- [2VU
\ (w) =0
V2U = —4nGp, (98)

cuja solugao é encontrada pelo método das fungoes de Green [4]:

v=a [ 2 9
v T — 77|

onde d®r' é o elemento infinitesimal de volume.

3.1 Lagrangiana newtoniana modificada

Inspirado pelo trabalho desenvolvido nas referéncias [4] e [10], busca-se modificar de forma,
genérica a lagrangiana (96), com o objetivo de determinar os pardmetros necessarios para
que a teoria se mostre consistente com os dados observacionais do avanco do periélio de

Mercurio.

A lagrangiana proposta abaixo incorpora um novo campo escalar o cujo o objetivo é
dar mais amplitude a teoria, resultando em uma modificagdo na constante gravitacional

newtoniana G.

Ck@VY VY w
N 87TGO 87TGO

L (f(¢, 0)? — g(a, 0)60 . ﬁa) + ¢¥h(o)p, (100)

onde k(o), h(o), f(v,0) e g(1, o) sdo fungoes genéricas, w e Gy sdo constantes arbitré-
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rias. A lagrangiana L representa densidade de energia. Em termos de unidades temos:
] = m?/s2, [Go] = m?/(kg - %), [k(0)] = 1 (adimensional), [w] = 1, f(1),0) = m?/s?,
l9(¥, 0)] = m?/s* e [h(o)] = 1.

3.2 Equacoes de campo

Aplicando a lagrangiana £ nas equagoes de Euler-Lagrange, [7]:

. oL oc . oL  dOL OL

TS - T T = T T = = — = = 11
ovy O avg+dta<‘7 oo 0 (101)

obtemos as equagoes de campo para ¢ (veja o Apéndice D para maiores detalhes)

KoV T20 + & (fu6° - g ¥ - Ta) = drGah(o)y .
e para o
g(,lvb) U)VQU — f(1/17 g)o- — ko‘ (vau)vw) + ga(V(; Vo‘)
=2
+ gu(Vip - Vo) — faza _ 47rwGo oy, (103)

tal que ks, 9o, 9y, fo € ho indicam derivadas parciais das funcoes em relacao ao campo

que consta no subindice calculadas nas solugoes de fundo gy e oy.

Observe que se w — oo e o for uma constante, recuperamos a equagao de Poisson para
o campo gravitacional newtoniano na equagao (102), com v fazendo o papel do potencial

newtoniano U, e a equacao (103) passa a ser zero.

3.3 Correcoes para o potencial newtoniano

O método utilizado para determinar as correcoes do potencial newtoniano é chamado de

método perturbativo e consiste em expandir os campos em série até a segunda ordem [4]:
Y=o+ 11+ 12 0 =00+ 01+ 09, (104)

de forma que ¥y K Y1 K Yy e 09 K 01 K 09. O método perturbativo é 1til pois permite
obter equagoes diferenciais lineares para os campos, ordem a ordem, facilitando o processo
de resolugao dessas equacoes. Sera assumido que cada derivada temporal aumenta em

um a ordem perturbativa, ou seja: 11 ~ O(1), mas ¥, ~ O(2). Isso é equivalente a
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dizer que os campos gravitacionais variam lentamente com o tempo. Assume-se também
que p ~ O(1). Os valores gy e 1y representam um cendrio global de fundo no qual o
sistema solar esta imerso — refletindo, por exemplo, a influéncia gravitacional do buraco
negro central da galaxia. Como essas quantidades variam de forma significativa em um

intervalo de tempo muito grande, podemos assumi-las como constantes. [4].

3.3.1 Perturbacao de primeira ordem

Considerando apenas termos de primeira ordem, obtemos para 1):

(105)

desconsiderando ¢ (fwd’Q — gwﬁa . 60) pois Vo - Vo ~ O(2) e 63 ~ O(4). As fungoes
h(o) e k(o) devem ser expandidas juntamente com os campos, portanto escritas como
séries de Taylor em torno de oy (solugdo de fundo) até a primeira ordem, de forma que
a notacao utilizada, hg e ko, represente respectivamente h(og) e k(og). Comparando a

equacao (105) com a equagao (99), conseguimos escrever uma solugao para ;:

Goho P T

b = — / LGORN (106)
ko Jv|F—1"]

Temos condigoes de escrever essa solugao em termos do préprio campo gravitacional new-

toniano U, o que ja era esperado visto que desejamos obter o potencial newtoniano na

primeira ordem, de forma que as modificacbes da teoria aparecam apenas na segunda

ordem. Portanto,
B Goho U

= —. 107
e (107)
Para o campo o, apds aproximagao em primeira ordem, obtemos
4G he
Vi, = G0PYohs (108)
wyo
Escrevendo a solucao em funcao de U,
h o/
— _GO@/JO o f(r) &Br
wgy Jv|r—1|
Gotohe U
_ _Goohe U (109)

wgy G
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3.3.2 Perturbacao de segunda ordem

Passando para a segunda ordem, obtemos para 1:

Vi, =

- 47TG0p0'1 <h,a _ h0k0> . (110)

w
0., (Voq)?

o Vo o
Os calculos para segunda ordem estao detalhados no Apéndice E.

Conhecendo o resultado de oy e usando que (VU)2 = V2 (U; — CIDQ), onde (veja apéndice

F para mais detalhes)
.
YU (7
V2d, — —4nGpU N O, = G/piﬁ Ve (1)
T

é um termo muito comum em teorias relativisticas, por isso usaremos essa mesma notacao

(®y) para representa-lo [4]. Em decorréncia disso, a solugao de 1y é dada como
Yohg ( ) Yohey U? hok,
- = % hy — Oy | . 112
V2 wkogo \ G 240 “9 2 2]+ ko 2 (112)

Para o campo o, temos

Vi )? Voi1)? + 20, V2 L.
( wl) _ga( 01) 5 7 Ul—gw[(W/Jl-VUl)Jr%VZUl]

47 G hoo ArG hes
n 7Gopio 01_|_ TGopy
w w

90v202 = ko

) (113)
como conhecemos as solugoes de 1)1 e o1, a expressao acima se torna:
1 /Go\? [ h2k, (U? . [VEh2
02:<0> 02 g, 9o A +(I>2
wgo \ G 2k; \ 2 2 |wgg \ 2

?,Dohohg U2 ) <¢§hah00 hO ha > }
— — | + + Dy 5. 114
7 ( kogo 2 wyo Ko ? ( )

3.3.3 Potencial gravitacional efetivo

Apo6s determinar os campos até a segunda ordem, conseguimos determinar o potencial

efetivo U,y da teoria, cuja expressao ¢ dada pelo termo que acompanha a densidade de
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matéria p, na lagrangiana (100):

Uey = —vh(0)
hooo?
= (W0 + 1+ ) | ho + ho(01 +03) + =21 (115)
Repare que a expressao mais completa seria com o tltimo termo sendo 7}“"’(”?”2)2, porém

isso resultaria em 20109 ~ O(3) e 03 ~ O(4) que sdo despreziveis. Portanto,

¢0 hao'o-%
2

Ueg = — (@Doho + Yohyo1 + Yoheos + + 1ho + Y1heor + ¢2h0> : (116)

Substituindo as solugoes de o1, 11, 03 € 1y, temos:

wgy G

1 /Go\? (2K, (U? g0 [W212 (U
ho | — (20 g, Y|l (VT g
o Lugo (G) { 2k \ 2 2 2 | wgd \ 2 T2

2 2 2
— Gy <w0h0ha U) + <w0h0hacr + h0h0> @2}] + ¢Ohao (_GO¢0ho U>

Uey = — {¢0h0 + Yohs <— Govoho U)

kogo 2 wyo ko 2 wgy G
Goho U Goho U Govoh, U
_ “\n _ b I A el
+(-Gee)me (-0 (- 2a)
th’U (G!O>2 thU 22 o . h‘OkO'
+ho [w/fogo G 200 G 5 Dy | + | by ko ®, ) (117)

e, simplificando,

G 2h2  hZ
Ueg = — [@Doho - (GO) (% + kS) U

th‘U (CJO)2 h(%kcr N giwghg _ ginhOhU + w(Q]hO'hUo‘ + hOho U2
wWyo 4kg 4 wgs 4 kogo 2wgo ko

+

G
¢0ha (G0)2 ( §h3ka _ giwghg + ¢ghah00

wyo G

+

i Qhoha _ 91p¢ohoha> @21 .

G 2 k2 2 wgd wao ko 2 goko

(118)

Para que o potencial efetivo acima reproduza os resultados da gravidade newtoniana em

primeira ordem, devemos impor que:

Go (Ughy | hi
- o4 0] =1. 11
G ( wW{go + k’o ( 9)
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Uma vez que o limite newtoniano da teoria ocorre quando w — oo, é natural trabalhar

com uma nova aproximacao onde wgg > 1, implicando que

Go _ ko
T (120)

Assim, o potencial efetivo pode ser simplificado ainda mais para

77Z)Ul"/f‘0h0 hOkU g¢¢0h0 )
o == |toho - - he
Ues l% o U wgohy \ 4ko 490 * v
Yokohs 3hoks gwohg
— 2h, — D, . 121
+Wgoh%ko 2kq * 290 ? (121)
Definindo
kaOhU hOka gwwoho wUkOhU Shoka 9¢¢0ha
= — hy = — 2h, — ,
" wgoh \ 4ko 490 * "2 wyohiko 2k * 290
(122)
temos:
Uep = —thoho + U — k.U — kg ®s. (123)

No entanto, para ampliarmos o espectro de nossa analise, um outro caso possivel de se

estudar ¢ quando wgy < 1, implicando em:

Céﬂ ~ %%g, (124)
e nos conduzindo a )
Ues = —oho + U — 5U2 — A\®,, (125)
onde definimos | "
A= (—5;)+}Z’). (126)

3.4 A aceleracao gravitacional modificada

Agora que ja conhecemos, até a primeira ordem pods-newtoniana, o potencial gravitacional
efetivo da teoria modificada, nos interessa obter a equagdo de movimento em um sistema

de N corpos. Partindo da sequnda lei de Newton para determinar a forga que age em um
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corpo A em um sistema de N corpos,
JFA = mada
- / PNV U, dV, (127)
Va
onde p é a densidade de matéria do corpo A e V4 refere-se ao volume do corpo A[4].

Podemos separar os potenciais gravitacionais em uma parte que é produzida pelo proprio

corpo A e outra parte produzida pelos demais corpos [4]:
U= UA + Uext7 (I)Q = (I)ZA + (I)Qezt' (128)

Dessa forma, somente os potenciais externos contribuirdo para o movimento do corpo A,

tal que
ﬁx = / P6 <—¢0h0 + Ueat — k1U2, — li2q)2el.t> dVa
Va
— [ pVUdVa — 26, / Ut U Vs — ko / PN, dVs. (129)
Va Va Va

Note que estamos utilizando a equacao (123) para representar o potencial gravitacional
efetivo, obtida sob a aproximagao wgg > 1, uma vez que o caso onde wgy < 1 pode ser

recuperado fazendo ko = 2k1 = .

Adotando a notacao de indices onde

0
0; = Ere (130)
e escrevendo a integral da densidade como sendo a massa do corpo A,
ma :/ p AV, (131)
Va

podemos escrever a forga ﬁ; como [1, p. 433]:
Fh = madUest — 51204 O4Ueit — 4040, Uit + 2maUcsiOjUeit) — kamad;®s.,, (132)
de forma que [1, p. 416]

= — d*r'dr (133)

G [ o)=Y (= )
2 Ja |7

e Q4 = Q0,1 ¢ a energia gravitacional do corpo A.
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Assumindo que os corpos estdo bem separados, os potenciais externos podem ser expan-

didos em séries de Taylor [1, p. 437]:

G

Ue:ct = Z mBa (134)

B+#A T'AB

Gm
OUcat = = > —5—hp, (135)

B#A rip

GQ G? G?
0o =23 5ty — Y Ty = 3 Y Sty (136)
B#A rip B#A rip B#A C#A,B rABrBC

Substituindo os resultados acima na equagcao de forga (132),

, Gmamp GOF mg . GQAmB
fA:_ZTAB—i_QHlZ#k _4/@12
B#A AB B#A AB B#A AB

oy 3 Gmams (_ 5 GmBTAB) o,y GHEma,

Bza  TAB pza TAB B#A TAB

2m2m G*mampm
+/£2§: ToATE Y R Sy T (137)
B#A rin B#A C#A,B rABTBC

No primeiro termo da segunda linha da equagdo acima, podemos fazer uma troca de

indices como segue:

3 Gmamp 3 Gmamc
B#A AB C#A rAC
Gmam Gmam
_ y Gmamc | Gmams (138)
c#AB  TAC 'AB
Isso implica em
: Gmamp _; GOYmp GQamp ;
Prmm 3 ST g, 3 Sy 3 S
B#A T'AB B#A TAB B#A TAB

G*m mpmc G*mm% GQpma .
A B ~j B A ~7
20 DS D gt 2M Y P = 262 )~y Tap
B#AC£A,B rAprac B£A  TAB B£A TAB

G*m%im . G*mampm
+ Ko E A B AB+/€2 g E ¢ Mg (139)
B#A rip B#A C#A,B TABTBC
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Organizando os termos,

. G ; j ' /
A= o (—mAmB(Sf’“ +2m Q' mp — 4k Qampd” — 2“2QBmA53k) Fis
B#£A T'AB

G? :
2 2 "
+ > = (lemAmB + /sgmAmB) Mg

B£ATAB
G*mampme (2K K ,
F Yy TIANENC (SN By (140)
B#A C+A,B T'AB rAac  TBC
onde
. 1, sej=k
5k = / (141)
0, sej#k

é o delta de Kronecker. Por fim, considerando que os corpos sao aproximadamente esfe-

ricamente simétricos temos que F &~ £67%, que conduz a [1]:

4 G 2K N
5= Z — <_mAmB + —IQAmB — 4Kk Qamp — QHzﬂBmA> i
B#A "AB 3

G? ;
2 2 "
+ > —— (lemAmB + H2mAmB) Mg

B#£ATAB
G*mampme (2K K ,
+>3> Y — C( Lt 2)%. (142)
B#A C#A,B AB rac  TBC

O termo de aceleragdo newtoniana @,.,; para um corpo A pode ser escrito como:

(Mp)a G(MA)BfJABa (143)

(anewt)ﬁ = - 2
(MI)A B#zA TAB
onde (Mp)a é a massa gravitacional passiva de A, (Mz)4 é a massa inercial de A e
(My)p ¢ a massa gravitacional ativa de B. Agora vamos escrever o primeiro termo da
equagao (142) como uma aceleragao e compara-lo com o termo newtoniano acima.

1 G 2/€1

(anewt){ax = —— —— <mAmB — —Qamp + 4k Qymp + QKQQBmA) fﬁ;B
MA {74 TAB 3

G 2112 4K+ 2k98)
_my m3<1_ pQa  Amfa /sz)
3mg ma mp

~J
TAB

2
MA pza TAB

G 10182 2k9(2 ;
__Mma s <1 oA SR B) M, (144)
MA p7a TAB 3ma mpg

por razoes que serao explicadas a seguir, as massas m4 nao sao simplificadas, e devido a
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estrutura final que obtemos, supomos que a massa inercial seja da forma:

Mz=m (1 - on> , (145)

m

onde o é uma constante arbitraria. Substituindo a massa inercial pela redefinicao de

acima, encontramos

(anewt )34 - -

G 10K, 2K5(2 Q »
ma mi (), 10602 2l <1_a A>ﬁ43’ (146)
(MI)A B#A TAB 3m mp ma

e, negligenciando os termos da ordem de 92, podemos escrever a expressao acima como

i ma Gmpg (1051 > Q4 2R\
o _ 1 — 211 . 147
(neur) (Mz)a %:A "B l U T U ) o

Desejamos que a massa gravitacional passiva seja igual a massa gravitacional ativa, esse é
um requisito para que a terceira lei de Newton seja satisfeita: “Existem, portanto, teorias
que violam o principio da equivaléncia fraca (Mp # M7z), mas ainda satisfazem a terceira
lei de Newton (Mp = M4)” [1, p. 716, tradugdo nossa, grifo nosso|]. Como « é arbitrério,

podemos estabelecer que
10:‘4,1

3

e assim temos a igualde Mp = M4, tal que:

— a = 2Ky, (148)

MEMp:MA:m<1+2I:;Q>, (149)
Mz =m [1 - <10“1 - 2@) Q] : (150)
3 m

Percebe-se, portanto, que a gravitacdo newtoniana modificada introduz um efeito de que-
bra do principio da queda livre, com a desigualdade entre massa inercial e massa gravi-
tacional de um corpo autogravitante. Embora nao faca parte do escopo desse trabalho
(e tal violagdo nao se manifesta em um sistema binério), fica claro que uma andlise mais

detalhada do assunto, sob a luz de dados observacionais, deve ser melhor desenvolvida.

A aceleragao newtoniana do corpo A segue da seguinte forma

j ma GmB 1 QK,QQA 1 ZIQQQB ~j
new = - +
(@newt)s (M2)a BgA 2 < + " e TaB

1 GMAMB ~J
. 151
Mo)a 2y 7 TaB (151)
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Portanto, a aceleracao completa do corpo A fica sendo:

= M) 2 Tas —————— 2k Mp + KoM 4]
! Bz;é:A (Mz)arip 7 ,;A (Mz)ardp 201 Mp + ke M7y

GQMAMBMC (2%1 n Ko )

. 152
rac 'BC AB ( )

DD

B#A C#A,B (MI)AT%B

Repare que, no segundo e terceiro termos, m foi diretamente substituida por M, isso

porque continuamos negligenciando termos da ordem de Q2 ou superior.

3.4.1 Sistema binario

Considerando um sistema de dois corpos:

L (_ CMaMs | C*MaMs

= 2 r. 1
az (MI)ATQ (MI)AT?’ [ kKiMp + K,QMA]> r ( 53)

E a aceleracao relativa a é dada por

a=dy— dg
GMsMp G (Mz)a
G(Mz,) )
-~ -7 2
T(MZ)B ( /'ilMA + KVQMB) T

_ _Gm* ll B 2k G <(M1)AMA + (MI)BMB>
(Mz)a+ (Mz)p

72 r

koG [((Mz)aMp + (Mz)pMuy\ | .
i G rvienive i | LI
onde definimos MaM MaM
. AMp AMp
m = < (M2)a + (M2)s ) ) (155)

que é a massa kepleriana medida por meios astronémicos. Em um sistema de dois corpos
m*, que carrega a desigualdade entre massa inercial e massa gravitacional, é imensuravel
observacionalmente, portanto podemos assumir Mz = M, e assim temos m* = m =

My + Mg, que é a massa total do sistema [1]. Dessa forma,

}f, (156)

sendo = My Mp/m, a massa reduzida do sistema bindrio.
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Tendo em vista que nosso interesse recai sobre sistemas como o Sol-Planeta, é razoavel

adotar a seguinte aproximagdo m > p, entao

7. (157)

Vemos, portanto, que, como era de se esperar, a aceleragdo relativa entre dois corpos
interagindo gravitacionalmente apresenta uma modificagdo em relacao ao resultado new-
toniano. Dessa forma, a 6rbita de um sistema binario ndo mais serd uma elipse estatica

e seus parametros irao variar no tempo.

3.4.2 Variagao dos elementos orbitais

dp™
dt

secao 2.3. As componentes de perturbacao da aceleragao relativa sao

Para determinar ( ) utilizaremos o método das érbitas osculantes discutidas na sub-
sec

. 2/‘?1 G2m2

R 5

, S =0, W =0. (158)

3.4.3 Para a excentricidade orbital

Fazendo uso da equagao (65)
de p? sin f
df ~ Gm (1 + ecos f)?

B p? sin f 211 G*m?
 Gm(1+4+ecosf)2 13

3 (1+ecos f)?

Substituindo o valor de r pela solugio kepleriana, equacao (36), e p = a(1 — e?), obtém-se

de . (1+ecos f)>  sinf

— =a"(l— 2

df @(1 =€) 2m Gm a3(1—e?)? (14 ecosf)?
~ 2k1Gm(1 + ecos f)sin f
B a(l — e?)

: (160)



tal que Ae:

3.4.4 Para o periélio orbital

Fazendo uso da equagao (66)

cos f

cos f

2k1G?m?

:_eGm(1+ecosf)2 73

cos f

dw p?
df © eGm (1+ ecos f)?
P
p?2k1Gm
ers

(1+ecos f)?

(1 =¢€*)?2mGm  cosf  (1+ecosf)’

e

(1+ecos f)? a3(1 —e?)?

_ 2k:Gm (1+ecos f)cos f

e

de modo que Aw:

2 dw

Aw =
0

B 2k1Gm
~ ea(l —e2

a(l —

—df

df

2k1Gmm
a(l—e?)’

e?) ’

2m
] /0 (1 + ecos f)cos fdf

Portanto, a variacao de w por tempo de orbita é

(

dw
dt

) sec

2k Gy

~ Pa(l —¢?)

48

(161)

(162)

(163)

(164)

(165)
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3.4.5 Restricoes observacionais

O avanco do periélio de Mercurio tem tido sua medida mais precisa com a missao espacial

MESSENGER que mostra que [11]

d
<d‘:> = (42,9799 + 0,0009)" /século. (166)

Com esse dado observacional, podemos restringir o valor de k1, obtendo assim uma condi-
¢do para que a teoria modificada apresentada aqui esteja de acordo com essa observagao.
Usamos G = 6,674 x 107! m3/kg-s2, m ~ m,, = 1,988 x 10 kg, a excentricidade e

semi-eixo maior de Mercirio e = 0,205631 e a = 57,909 x 10° m, resultando em

k1 = (—1,62325 & 0,00003) x 10716 (m/s) > (167)

3.4.6 Previsao da Relatividade Geral

A Relatividade Geral prevé [4]

Gm
A =0m———=. 168
WRG 7Tac2(1 —e?) (168)
Se igualarmos com o resultado de Aw encontrado na teoria modificada, temos
2k1Gmm Gm
— — e
a(l —e?) ac?(1 — e?)
3
FL=— (169)

Uma questao que surge naturalmente com essa andlise é o fato de surgir a velocidade da
luz ¢ em uma teoria nao relativistica. Nesse sentido, ¢ pode ser interpretado como sendo

duas constantes, ¢y e g, de natureza eletromagnética, de maneira que

1
\/Eollo'

Isso mantém o carater de ¢ como uma constante universal, mas nao necessariamente como

CcC =

(170)

uma velocidade limite permitida.

Os valores obtidos em (167) e (169), apesar de compartilharem a mesma ordem de gran-
deza, assumem valores ligeiramente diferentes. Essa variagdo pode ser explicada a partir
dos valores numéricos atribuidos as constantes no calculo observacional. Pequenas varia-

¢oOes nesses valores causam uma certa variagdo em K.
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3.5 Aplicagcado a um modelo especifico

Uma aplicagao de interesse é recuperar o resultado obtido na ref. [4], cuja lagrangiana é
dada por
Vi - Vi w

L= 87TGO + 87TGO

o2 - o
<¢2 —c'Vo - w) — poi). (171)
g

A partir da comparagao com a lagrangiana da equagao (100), verifica-se que, para que as
fungoes genéricas k(o), f(v,0), g(1,0) e h(o) deste trabalho reproduzam os resultados
da ref. [4], as correspondéncias apresentadas na Tabela 2 devem ser atendidas. Ainda
na tabela 2, estao representadas as funcoes aplicadas nas solugdes de fundo (¢, 0p) e as

derivadas parciais. F' indica a expressao que as fungoes devem assumir.

Tabela 2: Correspondéncia das fungoes com relagao a ref. [4]. Fonte: produgao do autor.

k(o) f(,0)  g(h,0) h(o)
F 1 v/o? ct o
Fl 1 o /od ct o)
F,| 0 —2Y/o; 0 1
Fy| 0 1/ 0 0

Se atendermos essas correspondéncias do modelo da ref. [4] para a constante

77Z)0k;0h0 hOkO' gw¢0h0
= — he |, 172
" wgohi \ 4ko 4go * (172)
encontramos y
0
= 173
= wctad’ (173)

e se ainda fizermos como a referéncia, adotando que oy = 1, e definindo @ = wc? /vy,
chegamos ao mesmo resultado obtido pelos autores: @ ~ 1072. Isso registra confidéncia

em nossos resultados.

Outro modelo que pode gerar particular interesse é o caso em que k(o) = 1/, f = f/o,
g=g/o e h(c) =1. A lagrangiana fica sendo,
Vi - Vi w

L=
81Goo + 87Goo

(f(,0)6> = 4w, 0) Vo - Vo) — pob. (174)

Neste modelo, o potencial gravitacional é inteiramente determinado pelo campo v, en-
quanto que o campo o é explicitamente identificado com a constante gravitacional efetiva,

G = Goo. No entanto, sendo h, = 0, nota-se que tanto x; quanto xo se anulam. Isso
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implica que a primeira modificacdo da gravitacdo newtoniana ocorrera apenas na ter-
ceira ordem aproximativa, e as érbitas de um sistema bindrio se mantém fechadas (elipses

estaticas) até a segunda ordem.
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4 Conclusao

Este trabalho buscou analisar uma teoria gravitacional newtoniana modificada. No capi-
tulo 2, foram revisadas as bases da gravitacao newtoniana, com o objetivo principal de
analisar o problema de Kepler e os mecanismos de calculo do avanco do periélio orbital.
Verificou-se que a teoria newtoniana nao explica totalmente o avanco do periélio de Mer-
curio: um sistema binario possui 6rbita eliptica estatica e, mesmo quando considerados os
efeitos perturbativos dos demais planetas, estes nao sao suficientes para dar conta do que é
observado. Em seguida, no capitulo 3, foi estudada uma proposta de modificacao genérica
da lagrangiana gravitacional newtoniana e analisadas as condi¢oes necessarias para que

tais modelos sejam capazes de reproduzir teoricamente o valor obtido observacionalmente.

A modificacdo na teoria consistiu na insercao de um segundo campo escalar na lagran-
giana, generalizando a proposta inicialmente lancada na referéncia [7]. A partir de um
estudo perturbativo aplicado a um sistema binario e considerando Sol e planeta como cor-
pos extensos, mostrou-se como o potencial gravitacional newtoniano é modificado. Isso
permitiu determinar também teoricamente o avanco do periélio orbital como consequéncia
dessa modificagdo. Por fim, usando dados observacionais mais recentes, foi determinado
um valor numérico para a constante x; = (—1,62325 + 0,00003) x 10716 (m/s)f2 que
mantém o modelo consistente com as observacoes. Uma vez que k1 depende das fungoes
livres que aparecem na lagrangiana [cf. (172)], esse vinculo que obtemos mostra como

uma modificagdo da gravitacao newtoniana pode ser compativel com as observagoes.

A continuidade dessa pesquisa pode ser feita estudando corregbes para o potencial até
a terceira ordem. O caso em que h(o) = 1 é de particular interesse, pois nesse cendrio
o deixa de estar acoplado a densidade de matéria; no entanto, isso implica em h, = 0,
de modo que as corregoes s6 aparecem a partir da terceira ordem perturbativa. Além
disso, mostrou-se também que inevitavelmente a teoria analisada introduz uma violacao
na igualdade entre massa inercial e gravitacional, necessitando-se desenvolver mais estudos

sobre essa questao.



Referéncias

1 POISSON, Eric; WILL, Clifford M. Gravity: Newtonian, Post-Newtonian,
Relativistic. Cambridge: Cambridge University Press, 2014.

2 NUSSENZVEIG, Herch M. Curso de Fisica basica. Sao Paulo: Edgard Bliicher,
2002. v. 1.

3 FABRIS, Julio C.; TONIATO, Junior D.; VELTEN, Hermano. Gravitagao. Sao
Paulo: Editora Livraria da Fisica, 2021.

4 ESCORCIO, Felipe S. et al. Celestial mechanics in newtonian-like gravity with
variable G. The European Physical Journal Plus, v. 138, n. 12, 2023.

5 WEBER, Hans Peter. The perihelion precession of the planets indicates a variability
of the gravitational constant. Journal of Modern Physics, v. 14, p. 670-675, 2023.

6 LAZAR, Markus. Gradient modification of newtonian gravity. Physical Review D,
v. 102, n. 9, p. 096002, 2020.

7 FABRIS, Julio C. et al. Newtonian-like gravity with variable g. The European
Physical Journal Plus, v. 136, n. 2, 2021.

8 FABRIS, Julio C. et al. Stellar structure in a newtonian theory with variable g.
Physics, v. 3, n. 4, p. 1123-1132, 2021.

9 THORNTON, Stephen T.; MARION, Jerry B. Dindmica Classica de Particulas
e Sistemas. Sao Paulo: Cengage Learning, 2011.

10 OLIVEIRA, André P.; TONIATO, Junior D. Teorias newtonianas da
gravitagdo com acomplamento variavel. Relatério de Iniciagdo Cientifica —
Universidade Federal do Espirito Santo, Campus Alegre, 2023. Disponivel em: <http:
//toniato.cosmo-ufes.org/uploads/1/3/7/0/13701821 /relatorio-parcial-andre.pdf>.
Acesso em: ago. 2025.

11 PARK, Ryan S. et al. Precession of mercury’s perihelion from ranging to the
messenger spacecraft. The Astronomical Journal, v. 153, n. 3, p. 121, 2017.


http://toniato.cosmo-ufes.org/uploads/1/3/7/0/13701821/relatorio-parcial-andre.pdf
http://toniato.cosmo-ufes.org/uploads/1/3/7/0/13701821/relatorio-parcial-andre.pdf

A Solucao da EDO de Kepler

Desejamos encontrar a solugao de

GM
h?

u/l + U =
A equacao diferencial acima tem como equagao homogénea associada
u +u=0.

A equacao auxiliar da equacao acima é

XN 4+1=0
A= +v—1
\ = 4.

Dessa forma, a fun¢ao complementar se apresenta como:
u. = Ae ¥ + Be.
Agora, supomos que a solugao particular seja da forma
u, = constante = C.

C satisfaz a EDO se

C"+C = Ghjy
o=
Por fim, a solugao geral é dada por:
U = Ue + Up
GM

u(f) = Ae™™ + Be™ + o



Usando a féormula de Euler®:

GM
B2

u = A(cosf — isinf) + B(cosf +isinf) +

= (A+ B)cosf+ (B — A)isinf + G];]y

Redefinindo as constantes:

M
u:DCOSG+Esin«9+G;L2 )

Multiplicando e dividindo por v D? + EZ:
D E GM
u=vD?+ E? <+C089 + +sin@) +—.

Note que o termo v/ D? + E? pode ser interpretado como a hipotenusa de um tridngulo

retangulo:

Nomeando F' = v/ D? + E2, temos

GM
72

u = F(coswcosf +sinwsinf) +

GM

= Fcos(f —w) + 2

Retornando para a variavel inicial r (lembre-se u = 1/7):

1
"= Fcos(f — w) + &5L

e 1
GM (}5—1\5 cos(f —w) + 1)

_ p
1+ ecos(d —w)

de forma que e = h*F/(GM) e p = h?/(GM).

5

€9 = cosfh +isinf e e ¥ = cosf — isin.



B Simplificacao da aceleracao perturbativa

Desejamos simplificar a expressao

R Ff—R R
a, = —Gmy ]F—E\S +ﬁ )

Desenvolvendo o termo |7 — R|?:

- r ———3
7 — R = (F—RF]

- :Jﬂ — (7 R) + RQF

- _ 3
- \/r2—2rR(f-R)+R2] .

Evidenciando R?:

2 2 R
Ry— — (- R)+1

_;_R’;),:
7 — R 7R

" Jpz—GmJ 3_|_7
r ria D R?
[R%i—;(r-}%)ﬂ]

Como R >> r, é feita uma aproximacao em série de Taylor® de f(%) = \/ 1— %(f . I%) + 1%22

em torno de 7 = 0 até a primeira ordem:

primeira ordem
ordem zero

R 21

Sf(z) = fa) + f'(a)(x —a) +--



Agora expandimos o produto notavel abaixo, desconsiderando os termos de ordem menores

2
ou 1guails a (*) .

R
G R)rzl—:s;(f 1%>+3[;<f 1?>r—[;(7* A>r
~1-35(F R)

Para eliminar (7 - R) do denominador, o caminho é realizar mais uma aproximagao em

série de Taylor:

1 oo
= 143—(F-R) 4
1—3%(7 - R) 7"

Resultando em:

RS

GmJ . T oA = T oo, oA _
Gmyr | T A JEPNPA
Bz [r+3R(r R)—3(T-R)R]

Desconsiderando os termos de £, resta

@:—Ggﬁﬁ—aﬁﬁmy



C C(Cobdigo Wolfram Mathematica

A funcao que deve ser integrada:

flx_] := 1/E*xp~2/(G*m)*(-(Cos[x]/(1 + exCosl[x])~2)%*
(-(G*j)/R"3*p/(1 + exCos[x])*(1 - 3xCosl[x + w - F172))
+ (2 + exCos[x])/(1 + exCos[x]) 3%
Sin[x]*(-3%x(G*j)/R™3*p/(1 + ex*xCos[x])=*
Sin[x + w - Fl*Cos[x + w - F]))

Mesmo o Mathematica tem dificuldades em integrar essa func¢ao devido ao denominador.

Passamos entao para uma nova coordenada w:

clu_] (Cos[u]l - e)/(1 - exCos[ul)

s[u_] (Sqrt[1 - e~2]1*Sinf[ul)/(1 - exCos[ul)

Primeiro expandimos a fun¢ao f(z), substituimos pela nova varidvel e pedimos para sim-

plificar:

f[x] // TrigExpand

% /. Cos[x] -> c[u] /. Sin[x] -> s[ul

Simplify [%]

E agora podemos integrar:

int = % * Sqrt[1 - e72]/(1 - exCos[ul) // Simplify

Integrate [int, {u, 0, 2*Pi}, Assumptions -> e > 0 && e < 1]




D Lagrangiana modificada

Desejamos encontrar as equagoes de campo para 1 e o a partir da lagrangiana abaixo.

k(o)Vep -V ARy,
L= MO S (10,010 = gl0.0) ¥ - Fo) + phlo)e

Equacao de campo para ):

5. 0L oL _
ovy O
- (k(o)Vi w , .
V- ( preh ) — [— -, (fw(ﬂ — gyVo - VU) + ph(a)} =0
k(o)V*  w

.92 N = . = N _
InGy 8nCo (fwa gyVo VU) ph(c) =0

k‘(a)Vzw—i—g (fw('fQ — gyVo - 60) = 4nGoph(o)

Equacao de campo para o:

G 0L doc oL
w = - w . kaﬁ@b . ﬁ@b w

(fod2 - 9060 ' 6O-) - pl/)ho - 07
aplicando a regra do produto para o divergente e multiplicando tudo por %,

- - kN -V 52 Vo-Vo 4 h
S L

(guV + 9oV o)WV + g(0), 0) V20 — f(1),0)6

0

RAYE W+ f,6*  g,Vo-Vo  4xGoptoh,
2w 2 2 N w

9y Vo + g,Vo Vo + g(v,0)V?0 — f(1,0)F

kaﬁw . ﬁw fyo? ggﬁa Vo ArGoprph,
— + — = s
2w 2 2 w



resultando em

vV VoV
9, 0)V20 — f(ib,0)6 — kg LYY g VO VO
2w 2
-2
+gu,V - Vo + fg% - 47@25"/”1".

60



E Analise perturbativa

Para 1:
k(o)V2) + = (f¢0 —g¢,VJ VO') = 4w Goph(0o).

Abaixo estao as aproximagoes em série de Taylor em torno de oy até a segunda ordem.
A funcao k(o):

k(o) = k(og) + k'(00) (0 — 09)
= ]{70 + kU(O'l + 0'2)
= kO + ]’1’}0—0'1 + kO'O-Q'

A fungao h(o):

Idem k(o)
h(o) = ho+hyo1 + heos.

Para gy, primeiro fazemos:

0(16,0) % g2, 00) + 2 (o)(¥2 — th) + 22 (30) (0 o)

@/J
= go + gy (¥1 +2) + go (01 + 02)

= go + gyp¥1 + Gytb2 + go01 + g 02,

tal que

9y (1, 0) = gy.
Apesar do abuso de notacao, lembre-se de que o termo do lado direito refere-se a g—i(wo).
A expansao de Vo - Vo:

=

Vo-Vo =

<l

(Vo)?

= ( 01+V02)

(Vor)? +2(Voy - Vo) + (Vo)?
= (

0'1)

I
<

<L

visto que os demais termos sdo de ordem superior a 2.



Substituindo as aproximagoes apresentadas na equacao de campo e desconsiderando ter-

mos de ordem 3 ou superior, 0s passos sao os seguintes

(ko + ko) (V21 + V2iy) — %gw(%m = 4nGop(ho + hyor)

ko V20 + koo, V201 + ko V20y — %g¢(€al)2 — 4xGopho + 47Gophyoy

koo 1V + koV24hy — %gw(ﬁgl)Q = 4w Gophgo,

AnGophokyo

koV24hy = —gw(wl) +4wG0phgal_$
0
w = o 4rGopoy hok,

- - ho'_ )
Vi = 5 g (Vo) 4 T ( o

Usando a solugao de oy, chegamos que

- 2
2 w _Goi/Joha E 4 Gop _Gowoha Q _ hoks
v wQ 2k0 ( wAqo G * k[) wAqo G hU ko

G22h? A G2hoh? ArG2hohoho ks
_ quz)(] Uzg'gb(v )2_ ™ 01/)0 apU+ ™ 0¢0 0 1% ,
2G?wkoygs Gwkogo Gwk? go

usando o resultado do apéndice F,

V2, = (Go>2 l Vihe 2oV <U2 - %> . <¢0h§ - %hoh(,k(,) V2c1>21

G 2007@090 2 wkogo wkigo
Yohs (G0)2 Yohg 5 (U? hoke 9
- —0 — 9 he — o
Wkog() G 2g 1/;V 2 2 ko V 2
Yohg (G0)2 Yohey U? hok
o Go Y % Dy | .
- Y2 wkogo \ G 290 7 2 2]+ he = ko ?

g(¢, O)VQJ — f(1,0)6 — ky (V?ﬁz-wvw) + ga(V(fQ- Vo)

fgd2_47TG0
2w

Para o:

pYhg.

As aproximacoes que serao feitas aqui sado parecidas com a que foram feitas para 1, entao

o tratamento sera mais direto.
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(Vihr)? (Vo)?
2w 95

Fou(Fn - Tor) = T (g, )l + o1+ 09)],

(90 + gyp1 + gy + g,01 + 9002)(V201 + V202) — ks

Vb )2 Vo)
90V201+gov202—|—g¢1/)1V201+g(,01V201—k;g( 2y Vo)

2w 9T
— — 4 G hg’ 4 G hao 4 G h‘U
4 gu(Vepy - Vo) = TGopio i mGopthohoso I wGopin '
w w w
Continuando a simplificacdo e isolando goV20y:
(Vipr)? Vo,)? .

9o V30 + gpt1 V3o, + g,01 V%0, = ky T e 96 (Vipy - Vo)

4 G ho’o’ 4 G h/O'
4 ™ opgo 01+ ™ 05%

(VI/Jl)z (60’1)2 + 20'1V20'1

o goViay =k, 5, e 5 - Qw[(ﬁwl : 601) + 1 V0]
+ 47rGOpw0hO'UO—1 + 47TGOP¢1ha
w w ’

Usando as solucoes de ¢, e 01, chegamos a:

— 2
k Goho VU
2 ke [ Golo Yo
gov‘”‘m( ko G) 2

— 2
. G0¢0ha @ + 2 — G077Z)0h0 g i G0¢0h0 VZU
wgo G wgo G wg G

_Goho VU ([ Gotohe VU [ Goho U (_ Gothohy V2U
ke G wgy G ko G w{o G

+ 47TG0:077Z)0h00 (_ G077Z}0h0 U) + 47TG0ph0 <_ GOhO U)

— Gy

w wgy G ke G

w

21,2 2 2,121,2 2 2,1,27,2
gov20_2 — GOhOkU VQ (U o (I)2> . gl [G0¢0h0 vQ (U _ ®2> + 2GO¢OhU v2®2‘|

2G2wk? 2 2 | G2w?gl 2 G?wg3
GZohoh U? G21ohoh G212hh
- VA w2 I S0PV 2 070770709 72
¥ [ G?wkqgo 2 2|+ G?wkqgo 2|+ G?w?go 2
2
| Gohola Gogy,

GZWkO




2
> (hik, (U? 9o [VERE (U ' @,
1 (GO) { 020( — % 2 wgd \ 2
k U2:wg0 G 2k \ 2

¢ h h U2 wghahaa + hOhO' q)z
07°07be ¥ + ko
—% kogo 2 wygo




F O Laplaciano

VU? = 2U0VU
V- (VU?) =V - (2UVU)
V2U? = 2VU - VU + 2UV2U.

Note que
V2P, = —4nGpU = Vi, = UV?U.
COHI isso encontramos
V2U? = 2(VU)? 4 2V2,

(VU =V? (U; - <1>2> .
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