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Capitulo 1

Caixa de Ferramentas

Neste capitulo estudamos as ferramentas que nos auxiliaram a entender melhor alguns fatores

relevantes na coleta e tratamento de dados experimentais.
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1.1 Introducao a teoria dos erros - Pratica laboratorial

Ao iniciarmos um curso, a primeira coisa que nos vem a cabega é: “O que eu fago com isso?,

qual a utilidade desse assunto?, onde vou emprega-lo no meu dia-a-dia?”.

Muitos alunos encontram dificuldades na aprendizagem da Fisica pelo fato de serem muitos
conceitos, teorias e férmulas matematicas, enquadrando-se, na maioria das vezes, fora de seus

contextos.

Como sabemos, a Fisica é a ciéncia das propriedades da matéria e das forgas naturais. Suas
formulacoes sao em geral expressas em linguagem mateméatica. Mas, como serd possivel a Fisica
comportar tantas formulagoes e modelos matemaéticos através da observagao da natureza? A partir
dai nasce a experimentacao, pois através dela, somos impulsionados e instigados a querer saber
o que realmente esta por trds de tantos fendomenos que nos rodeiam, como se fossem espécies de
pistas. Entretanto, também é preciso imaginagao para criar, a partir dessas pistas, as grandes
generalizagoes. Esse processo de imaginacao é tao dificil que ha uma divisao de trabalhos na
Fisica, onde existem fisicos tedricos que imaginam, deduzem e descobrem as novas leis e fisicos
experimentais que experimentam, imaginam, deduzem e descobrem. Isto justifica a necessidade
das aulas préticas no ensino de Fisica, para que ocorra uma validagao do contetido tedrico, uma

associagao da Fisica com o dia-a-dia do aluno de forma prazerosa, coerente e atual.

Agora que entendemos o quao importante é o curso de Fisica Experimental, precisamos
conhecer os conceitos usados nesse universo, e a primeira coisa é sabermos quantificar e qualificar
aquilo que observamos. Sendo assim, para uma eficiente pratica laboratorial faz-se necessario medir
e saber expressar os resultados de maneira clara e padronizada, para que possam ser facilmente
interpretados por outros experimentadores. Com esse intuito, foi criado o Sistema Internacional de
unidades (SI). Nele, os resultados obtidos através de medidas s@o expressos pelo valor da grandeza

observada seguido de sua incerteza, que é determinada de acordo com o procedimento experimental.

Exemplo 1: Ao medir o comprimento da bancada do laboratério de fisica, foi encontrado
o valor (3,2540.02)m, onde 3,25 correspondem ao valor medido em metros e 0,02 corresponde a
incerteza associada a essa medida, também medida em metros. Esta incerteza associada indica

o quanto o valor medido pode diferir do valor verdadeiro da medida da bancada—em—termos—de
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1.2 Medida

Uma medida é uma grandeza obtida como comparagao de um valor adotado como padrao
dessa grandeza e um valor desconhecido dela. O resultado de uma medida (M) é representado
por um nimero (m), uma unidade de medida (u) e a indicagdo da confiabilidade da medida,

representada pelo erro provével da medida (Am).

M = (m+Am)
Uma medida pode ser realizada de forma direta ou indireta.
e Direta: quando o valor padrao é comparado diretamente com o valor desconhecido da

grandeza (ex: medir o comprimento de um ldpis comparando-o com uma régua (valor padrao).

e Indireta: é necessario utilizar padroes de grandezas que se relacionam com a grandeza a ser
medida (ex: a variacao da temperatura em um termoémetro de mercirio é obtida através da

variagao do comprimento da coluna de mercirio, que é causada pela variagao da temperatura).
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1.3 ERRO E INCERTEZA

1.3.1 Tipos de Erros

E importante chamar a sua atencao para a diferenciacao de 2 conceitos bastante importantes
na Teoria dos Erros, que sao os termos “Erro” e “incerteza’, eles nao devem ser confundidos, nem

interpretados de forma sinénima.

Uma medicao nao é perfeita, ou seja, a sofisticacao ou precisao dos aparelhos de medida nao
impede que erros sejam cometidos na realizacao da medida, resultando, assim, em erros no seu

resultado final.

Determinar o erro cometido nao é uma tarefa simples, pois durante o processo de medigao
intmeros fatores podem influenciar o seu resultado. Portanto, é possivel somente fazer uma esti-

mativa do erro.

Os erros podem ser classificados como Erro Sistemdtico; Erro Aleatorio e Erro de

FEscala.

e Erro Sistemdtico (Eg;s): é a diferenca entre o resultado y da medigéo e o valor verdadeiro
yv (erro sistemdtico = y - yy). Este erro sistemdtico é o mesmo para qualquer resultado,
quando a medicao € repetida. No entanto, mesmo nao variando durante a medicao, afeta cada
resultado de medida obtido, fazendo com que seu valor se afaste do valor verdadeiro. Assim,
o efeito de um erro sistematico nao pode ser avaliado simplesmente repetindo as medigoes.

Os erros sistematicos prejudicam a exatidao da medida.

e Erro Aleatorio (Ea) (ou estatistico): erro que resulta de variagoes aleatérias no resultado
da medicao, devido a fatores que nao podem ser controlados ou que, por qualquer motivo,
nao sao controlados, esse tipo de erro afeta a precisao de uma medida. Os erros estatisticos
podem ser reduzidos, eliminando-se ou reduzindo-se os fatores aleatérios que interferem no
processo de medi¢ao. Geralmente a reducao destes fatores nao é possivel, com isso a solucao

para reduzir os erros estatisticos consiste em repetir muitas vezes a medigao.
e Erro de Escala (FEgs:): é o erro cometido pelo operador, devido ao limite de resolucao da

escala do instrumento de medida.

A seguir é apresentado um modelo ilustrativo das diferengas entre os erros sistematico e

aleatério. Na figura 1, temos 4 alvos e pontos que representam a posicao do impacto. O centro



1.3. ERRO E INCERTEZA

de cada alvo representa o valor verdadeiro da medida e os pontos de impacto os resultados das

medicoes.

Na figura (a) os resultados sdo exatos porque estao préximos do valor verdadeiro (centro do
alvo), mas nao sdo precisos porque héa dispersao. Portanto, os impactos estao distribuidos ao acaso
ao redor do centro do alvo, o que representa um erro aleatério. Na figura (b) estd representada
a situagao ideal, em que os pontos de impacto estdo no centro do alvo (valor verdadeiro). Os
resultados sao precisos e exatos. Na figura (c) os pontos de impacto estao distribuidos ao acaso
ao redor do centro do alvo (valor verdadeiro), o que representa um erro aleatério. A diferenga
entre (a) e (c) é que em (c¢) os pontos de impacto estao distantes do centro do alvo. Nesse caso,
o pior caso, os resultados nao sdo nem exatos e nem precisos. Por fim, em (d) todos os pontos
estao concentrados em uma regiao distante do centro do alvo (valor verdadeiro). Os resultados
sao precisos porque estao préximos entre si, mas nao sao exatos porque estao distantes do valor
verdadeiro (centro do alvo). Como o desvio atuou na mesma diregdo em todos os disparos, isso

caracteriza um erro sistematico.

%

Figura — Modelo de ilustracao de tipos de erro em medidas.

O erro mdzimo na medida ou desvio da medida (Ax) é a soma de todos os erros:

E=Ax= ESis + EAle + EESC

No entanto, em vérias situagoes um ou dois erros predominam sobre o outro.

11
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1.3.2 Calculo do erro aleatdério provavel

Uma vez conhecidos, os erros sistematicos podem ser compensados ou eliminados. No en-
tanto, isso nao é possivel para o caso dos erros aleatérios. Por isso, sua andalise é feita utilizando-se
tratamento estatistico, que embora nao permita determinar seu valor verdadeiro, possibilita estimar

o seu valor provavel.

Antes de calcular o erro aleatério, precisamos definir alguns conceitos e relagoes.

1. Valor mais provavel de uma grandeza: é a média aritmética das diversas medidas da grandeza

(7) .
(x1 + @2+ 23+ +Tp)
n

T =

, Ou seja,
1 n
=1
2. Desvio da média (Ax;): diferenca entre o valor de uma medida individual da grandeza e seu

valor mais provavel .

Ax; = T; AT

3. Desvio padrdo (o) : indica a tendéncia das medidas de se distribufrem em torno do seu valor

mais provavel.
> (Az;)?

n—1

4. Desvio padrdo da média (o,,): indica a tendéncia de um conjunto de M médias se distribuir

em torno do seu valor médio.
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EAle =don

1.3.3 Erro de escala

O erro de escala estd presente em toda medida, pois esté relacionado a escala do instrumento

utilizado na medigao.

Quando fazemos uma medida individual nao tem sentido levar em conta erro aleatério e
o erro sistemético pode ser eliminado, caso sua origem seja conhecida. Portanto, cada medida

individual deverd ser apresentada como:

M = (m+ Am)u
em que Am é o erro de escala.

De acordo com sua escala, os instrumentos de medida podem ser classificados em:

e Instrumentos analdgicos: suas escalas permitem que o algarismo duvidoso (tiltimo algarismo)

seja avaliado.

e Instrumentos nao analdgicos: suas escalas ndo permitem que o algarismo duvidoso (tiltimo

algarismo) seja avaliado. O algarismo duvidoso é lido e nao avaliado.

13
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1.3.4 Erro de escala em instrumentos

Quando o instrumento apresentar em seu manual de operagao informagoes acerca do erro de escala,

essa informagao deve ser utilizada. Quando essa informagao nao existir, devemos seguir os seguinte procedimento:

Analégicos: Nos instrumentos analégicos o erro de escala (Egs.) é determinado por:

Ep,. = 4+ Menor divisgo da Fscala _ iM;)E 7

MDE, também é chamado de precisao da escala ou ainda de resolugao da escala.
Lembrete: qualquer erro, com excecao do erro percentual deve ser representado apenas com

um algarismo significativo.

Nao analdégicos: Como as escalas de instrumentos nao analdgicos nao permitem a avaliacao do

algarismo duvidoso, o erro de escala é determinado através da equagao:

Egsc =+MDE

1.3.5 Erro relativo percentual

Para avaliar o resultado de uma medida de uma grandeza podemos, ainda, comparar esse
resultado com o seu valor de referéncia preestabelecido, que pode ser um valor tabelado ou a média
de um conjunto de medidas da grandeza. Isso possibilita determinar o erro relativo percentual,

dado por:
47— 03

E% = x 100%

em que é o valor medido e é o valor de referéncia.

Note que diferente de outros erros esse ¢ um erro ADIMENSIONAL e o simbolo de % deve estar presente.

Exemplo 2: Na determinagao da massa especifica da prata, encontrou-se u = 9,90 g/cm?®.
Sabe-se que a massa especifica da prata é u = 9,91 g/cm?. Determine o erro relativo percentual

da medida.
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1.4 Propagacao de erros

1.4.1 Propagacao de erros basica

O estudo da propagacao de erros é o estudo da influéncia dos erros individuais no resultado

das operacoes matematicas que fornecem o valor de uma grandeza que é medida indiretamente.

Supondo que y seja uma grandeza dependente de outras grandezas, x1, T2, T3, ..., Ty,, pode-

Se escrever:

y:f(xhx?u‘r?n'-'axn)

A variacgao de y, em fungao das variagoes infinitesimais de cada um dos z; serd dada pela

diferencial exata de y :
_(9f of of
dy—<8x1>dx1+<ax2)dxg+ +(8:z:n ()

onde (%) sao as derivadas parciais da fungao f em relacao a cada uma das varidveis independentes.

Podemos determinar os erros das variaveis de forma analoga as variagoes infinitesimais ap-

resentadas, pois ambos representam variacoes. Nesse caso tem-se:

0 0 0
Ay = 9f Az + 9f Azg + -+ L A,
o0x1 0xo o0xy,
Para se determinar o méximo de erro na medida considera-se que todos os erros atuam no

mesmo sentido, somando-se. Portanto, a equac¢ao anterior deve ser reescrita tomando-se o médulo

das derivadas parciais na equacao.

_|9f

of
AIEl + ’8—1'2

Axs ¥ b4 [P0 Az,
oxy,

1.4.2 Erro propagado nas operacoes basicas

A seguir sao apresentadas as equagoes do erro propagado para as operagoes mais utilizadas.

15



16 CAPITULO 1. CAIXA DE FERRAMENTAS

Adicao:
(x £ Az)+ (y+ Ay) = (z +y) £ (Az + Ay)

Subtracao:
(£ Az) — (y £ Ay) = (z —y) £ (Az + Ay)

, perceba que a incerteza para subtracao também é somada.
Multiplicacgao:

dx d
(£ Ax) x (y £ Ay) =z y £ (|ylde + |z|dy) = (wyiwy (I;| + |?y|>)

Potenciacgao:

d
(x+ Az)" = 2™+ |n 2" |dx = <3:” +z"n §|)
Divisao: (r+Az)+(y+£Ay) = (r£Ax) x (y+Ay)~!, portanto usando as regras de multiplicagdo

e potencia temos, (r+ Ax)+ (y£Ay) =z y '+ (Jy~|dz+ |z (=1)y~2|dy), que rearrumando

tudo, ficamos com:

(z£Az) + (y £ Ay) = <§i§ <|%|+|% ))

Logaritmacgao natural:

In(x £ Azx) =In(x) £ 1 Ax
x
Logaritmagao decimal:
log(x + Ax) = log(x) £ log(e) Ax
x

faga como exercicio a demonstracao dessa equacao, para tanto use propriedades de logaritmos

e a equacao de propagacao do logaritmo natural.

Exponencial:

eTEAT — o 4 " A

, observe que o médulo é desnecessario, pois e” é sempre positiva para qualquer x real.
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1.4.3 Exercicios

Dado as seguintes medidas:

A=(2,10£0.05)m B = (1,19 +0.03)m C = (1,54 0.3) x 10min

1. Calcule A+ B, A— B, Ax B.

2. Calcule e interprete o resultado de %

3. Se uma dada medida de dngulo é © = (0 + Af)rad, qual o valor Sen(X) = Sen(0 + Af)?
ek A))

4. Se uma dada medida é X = (x + Ax), qual o valor de p* = (p

5. Questao desafio, se tivermos duas medidas X = (z £ Az) e Y = (y £ Ay), qual o valor de
Y/<?

17
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1.5 ALGARISMOS SIGNIFICATIVOS

1.5.1 Nocgoes gerais sobre algarismos significativos

Ao realizarmos um experimento no laboratério, obtemos os resultados de certa grandeza.
Na hora de expressarmos os resultados, uma pergunta muito freqiiente que fazemos é: “Com
quantos algarismos significativos devo expressar esse resultado?”. “Os algarismos significativos
sao algarismos que possuem algum significado quando escritos na forma decimal”. Porém, ao

determinarmos a quantidade de algarismos significativos, devemos seguir regras, como:

e Zeros a esquerda do primeiro algarismo diferente de zero nao sao significativos, logo,
0 tnico significado desse “conjunto de zeros” é indicar a quantidade de casas decimais no

resultado através da posicao da virgula.

e Como toda grandeza experimental tem uma incerteza a ela associada, devemos ter em mente
de que todos os algarismos a direita, a partir de um certo algarismo X sao nao significativos,
pois em termos de probabilidades, todos os algarismos, inclusive o primeiro, possuem uma
incerteza a ele associados, assim, quando a probabilidade de um algarismo ser o correto é
a mesma que qualquer algarismo de 0 a 9, dizemos que ele nao é mais significativo, sendo
incorreto escrevé-lo no resultado. Assim, o ultimo algarismo com maior probabilidade de
ocorrer entre os demais é chamado algarismo significativo duvidoso. E sobre ele que em geral

incide nossa incerteza.

e Se a incerteza é expressa com apenas um algarismo, o algarismo correspondente na grandeza
é o ultimo algarismo significativo, mas, se a incerteza é expressa com 2 algarismos, os 2
algarismos correspondentes na grandeza podem ser considerados como os 2 ultimos algarismos
significativos. A maneira de se representar um nimero e a sua incerteza deve ser padronizado pelo

nimero de casas decimais:
(2450 + 6) kg
(2,57 £ 0,04) m
(3,000 + 0,004) L

(0,075 + 0,002) ton
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(0,254 + 0,005) km

1.5.2 Exemplos

A partir de uma experiéncia, um aluno mediu os seguintes valores médios e desvios médios

de uma grandeza:

I m = (24,547840,0432)g — (24,5540,04)g
IT ={(8728,7+13.6)e—{873+1e m = (8728,7+13,6)g — (87341)x10g

Deve-se notar que é bastante inconveniente usar unidades ou fatores multiplicativos difer-

entes para a grandeza e para a incerteza.

1.5.3 Exercicio:

"_:N

Figura 1.5.3 - Medindo o tamanho de um besouro.

Uma vez decidido o que caracteriza o tamanho do besouro, qual das alternativas abaixo melhor

caracteriza a medida do tamanho do besouro?

a) Entre 0 e 1 cm

b) Entre 1 e 2 cm

c¢) Entre 1,5 e 1,6 cm

d) Entre 1,54 e 1,56 cm
e) Entre 1,546 e 1,547 cm

Acertou aquele que optou pela alternativa d. Isso porque, na leitura de uma escala, o

algarismo significativo mais a direita de um numero deve sempre ser o duvidoso (nao esquega:
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o algarismo duvidoso ¢ significativo!). Resumindo: Qualquer medida por comparacdo entre um
objeto e uma escala deve incluir além dos digitos exatos (1,5 nesse caso) uma estimativa do digito
(duvidoso). Uma vez que a régua foi marcada em milimetros vocé deve estimar o comprimento
fraciondrio (em décimos de mm) que melhor expressa a medida. Vocé pode nao precisar se vale

1,54, 1,55 ou mesmo 1,56. Essa é a expressao da sua incerteza.
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1.6 ARREDONDAMENTOS

Frequentemente ocorre que niimeros devem ser arredondados epara isso é preciso seguir algumas

regras, baseadas no algarismo duvidoso X:

Se o algarismo a direita de X for menor ou igual a 5,0, os algarismos excedentes devem ser eliminados

(arredondamento para baixo). Exemplo: Neste caso o algarismo X é o 4.
2,43— 2,4

2,450 — 2,4

Se os algarismos a direita de X maior ou igual a 5,1, os algarismos excedentes sao eliminados e ao

algarismo X soma-se 1 (arredondamento para cima). Exemplo:
2,487— 2,49
2,46 — 2,5

2,451 — 2,5

CUIDADO !!

Quando realizamos uma medida em certa unidade, por exemplo, 54cm, devemos ter cuidado
a0 escrevermos este nimero de outra maneira, pois podemos aumentar a quantidade de algarismos
significativos a ele associado.Assim, o que seria, no nosso caso, o algarismo 4 duvidoso, talvez outro

algarismos assuma esse lugar. Exemplos:

e 54cm = 5.4 x 10°'m = 0,54m

e 54cm = 54 x 10! mm, seria errado escrever 54cm = 540mm, pois aqui vocé diz que o 4 é certo e o

duvidoso é o zero.

® H4dcm = 54 x 10*km = 0,00054km, nesse caso estd correto escrever assim pois os zeros a esquerda

nao sido significativos.
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1.7 EXERCICIOS DE FIXACAO

1. Determinar a incerteza desvio avaliado nos seguintes equipamentos de medida:

a) Régua milimetrada:

b) Régua com escala graduada em centimetros:

¢) Balanca mecanica, em gramas, sem manual:

d) Cronometro digital com precisao de 0,2 s:

e) Amperimetro digital, sem manual, com escala graduada em 0, 2, 4, 6, 8, 10 amperes ( A
):

f) Dinamometro com escala graduada de 5 em 5 newtons ( N );

g) Voltimetro analégico, com fundo de escala de 10 volts dividida em 20 partes:

2. Dadas as medidas e seus respectivos desvios, escrever os resultados corretamente, em termos

de algarismos significativos.

(a) (b) (c) (d) (e)
M |3275¢ | 72,19cm | 4,189 g | 12314 m | 82372 h
Am | 0,25g | 2,3cm 0,0219 g | 276 m 28 h

3. Numa experiéncia, a medida do comprimento de uma barra, repetida 5 vezes ( N = 5 ),

forneceu a tabela:

N 1 2 3 4 5

L.(m) | 2,21 | 226 | 224 | 222 | 227

a) Encontrar o valor médio:
b) Encontrar o desvio médio:

¢) Escrever o resultado final em termos de algarismos significativos:

4. Efetuar as seguintes operacoes:

a) (231,03+0,02) — (12,8 4+0,5) =

b) (2,1440,03) kg _
(1,4£0,1) m3

c) (1,48 +0,03)(1 — eF1oz00 )Y =
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1.8 CONSTRUCAO DE GRAFICOS

Ao construirmos um grafico, podemos ter uma melhor visualizagao dos valores encontrados
e as relagoes existentes entre eles, avaliando como uma grandeza varia em funcao de outra. Para
que um grafico apresente todas as informacoes que desejamos, ele deve ser construido de maneira

correta, devendo conter:

e Titulos, eixos, escalas, unidades e barras de incertezas;

e Deve-se escolher a drea do papel com o tamanho adequado;

e Prefira a relacao de aspecto (altura/largura) menor que 1;

e Coloque a variavel dependente no eixo Y e a independente em X;

e Marque nos eixos os nomes das varidveis e suas unidades em parénteses;

e Marque os pontos com figuras claras;

e Marque as barras de incertezas em cada ponto. Se a incerteza for muito pequena para
aparecer na escala, faga mencao de tal fato na legenda da figura: “as barras de incerteza sao

. .
muito pequenas para aparecer na figura”;

e Faca legendas e numere as figuras.

23
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Experiéncia:

Vanavel

. H P ial
= s G Dependente B SRR RA 1A IS Quada Livr e ;:___

Varidvel i
|ndependents i

(CAUSA)

i

+
B
[

|

i

. Velocidade (cmis)

e
______5_.3'9 19

00 o2 (o4 05 08 b 12 14
! - Altura h(m)

Figura 5 — Posicionamento das variaveis dependentes e independentes em um grafico.

1.8.1 CALCULO PARA MELHOR ESCALA

Calculo e interpretagao das escalas

Considere os dados a seguir da velocidade de um corpo em funcao do tempo: Tabela 1:

Medidas | Tempo (s) | Velocidade (m/s)
1 8,0 0,8
2 13,0 1,3
3 16,0 2,3
4 20,0 3,2
5 25,0 4,3
6 30,0 4,7

Velocidade de um corpo em fungao do tempo.

Ao esbogar um grafico para a tabela 1 corremos o risco de existir dados muito préximos dos
eixos X e Y em que suas incertezas atinjam valores abaixo destes, ou dados que dependendo da
escala adotada ficariam muito préximo dos extremos do grafico (limite do papel), o que nao seria

bom visivelmente e acarretaria problemas na hora de tragar retas como: média e auxiliares que
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sao fundamentais para ver a precisao dos dados e identificacao do coeficiente angular, linear, bem

como suas incertezas.

Para evitar alguns desses problemas, ao esbogar o grafico, nao usaremos os limites do papel
milimetrado (180 X 280 mm), tracaremos novas retas X e Y 10 mm acima dos limites do papel.
Para que os dados fiquem ajustados dentro dos novos limites, vamos retirar 10% do menor valor
e acrescentarmos 10% ao maior valor tabelado; para isto basta multiplicar por 0,9 e 1,1 do menor
e maior valor respectivamente. Assim teremos os valores minimos e maximos exigidos pelo papel.
Portanto, a nova divisao do papel serda 170 x 270 mm, e devido ao acréscimo e desconto de 10%
dos dados teremos que fazer novos calculos para achar a melhor escala e identificagao dos pontos

do grafico.

e Para a varidvel tempo: Menor valor tabelado: 8,0 (s) — 8,0 (s) x 0,9 = 7,2 (s)(minimo).

Maior valor tabelado: 30,0 (s) — 30,0 (s) x 1,1 = 33,0 (s) (méximo).

> _Max—Min > _Max—Min
LT T 170mm 2T 270mm
33,0—17,2 S 33, 0 )2 s
Epy=—"——-=0,15176—  Epp=——""= —
b 170mm 0,15 76mm 12 270mm 0’09555mm

e Para a varidvel velocidade: Menor valor tabelado: 0,8 (m/s) — 0,8 (m/s) x 0,9 = 0,72 (m/s)
(minimo). Maior valor tabelado: 4,7 (m/s) — 4,7 (m/s) x 1,1 = 5,17 (m/s) (méximo)

> _Max—Min > _Max—Min
LT T 70mm 27 T 270mm
5,17 — 0,72 5,17 — 0,72
By = 2102072 go617™/5 = 2112072 4 164 ™/8
170mm mm 270mm mm

e Arredondaremos os valores sempre para cima para nao corrermos o risco de o valor tabelado
coincidir fora do grafico; assim:

Er; = 0,22

Ers = 0,1:%
Eyi = 0,034

Eye = 0,022

mm

25
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Escolha da Melhor Escala

As escalas adotadas serao as que forem “menos arredondadas”; para que os dados no grafico
fiquem melhor visivelmente.
Quando escolhermos uma escala para T no lado com as dimensoes 170 mm ou 270 mm, automati-

camente o V ficarda com a escala do lado oposto.

o Bty

_ (33,0=7.2)(s) _ ~ .
= o = 0,1517647 ~ 0,22

o Epy = E3TAE) — 9555 ~ 0,1

270mm m

o By = 212072 _ 0702617“1/5 ~ 0,03m/s

170mm mm mm

o By = 30T — 00164872

270mm 0’ 02 -

/s
mm

Q

A melhor escala para T foi Ery (“menos arredondada’”), e como Ers foi dividida por 270

mm, entao obrigatoriamente so restou escolher Ev1, que foi dividida por 170 mm.

Portanto, as escalas adotadas sao:

Ers = 0,12 — eixo de 270 mm

mm

By = 0,037 _ cixo de 170 mm

Desta forma estao definidas as melhores escalas para as varidveis nas dimensoes adequadas

a elas.

1.8.2 Origem

Devido as novas retas X e Y tragadas 10 mm acima dos limites do papel, nao poderemos
usar a origem do papel, logo as novas origens para cada eixo serao os valores minimos calculados

no item 1.8.1, vamos relembrar:
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e Para a variavel tempo:
Menor valor tabelado: 8,0 (s) —8,0 x 0,9 = 7,2 (s) (minimo)

Origem em T: 7,2 (s) (eixo de 270 mm)

e Para a variavel velocidade:
Menor valor tabelado: 0,8 (m/s)— 0,8 x 0,9 = 0,72 (m/s) (minimo)

Origem em V: 0,72 (m/s) (eixo de 170 mm)

1.8.3 Identificagao dos pontos

Com as escalas adotadas, os pontos no papel milimetrado serao encontrados da seguinte

forma:

1 (Valor T; — Origem em T) __
’ Escala T -

A mm a ser andado no eixo de 270 mm. Como cada quadradinho
do papel milimetrado possui 1 mm, teremos de andar A quadradinhos para localizar a coor-
denada do ponto i. Note que A no fim das contas podera ser arrendondado, pois ele tem de

ser um numero NATURAL.

2 (Valor V; — Origem em V)

B mm a ser andado no eixo de 170 mm.
FEscala V.

Desta forma obtemos os pontos P; (X;Y) , P2 (X;Y), ..., P, (X;Y).

Temos:

e Escalaem T'=0,1-"~ — eixo de 270 mm

m

e Escalaem V =0, 03$7/7f — eixo de 170 mm

e Origem em T : 7,2(s)(eixo de 270 mm)
e Origem em V : 0,72(m/s) (eixo de 170 mm)

o P(X;Y)=

— BUT20) — g 0 = 8mm

0,8(m/s)—0,72(m/s)
0,03™/3

mm

— = 2,66 ~ 3mm, note que aqui foi necessario arredondamento;

e PI(X;Y) = (83)

27
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o P(X;Y) =
— B0-T2) — 58 0 = 58mm
L, L3(m/9=0.726m/9) _ 19 33 ~ 19;m
0,03™m/s Ve

mm

o Py(X;Y) = (58;19)

e E assim por diante.

CAPITULO 1. CAIXA DE FERRAMENTAS
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1.9 Interpolagcao de Tabelas

Ao consultar uma tabela, dessas publicadas em livros especializados é muito dificil encontrar
exatamente o valor procurado. Se por exemplo estivermos procurando o indice de refragao de
um determinado material em funcao da temperatura, pode ocorrer que a temperatura desejada
esteja entre dois valores tabelados. A solucao é interpolar a tabela. Existem vérios métodos de
interpolacao de dados em tabelas: podemos usar polinémios, fungoes logaritmicas, exponenciais,

etc. Esses métodos podem ser encontrados em qualquer livro basico de métodos numéricos.

Acontece que muitas dessas tabelas sao compiladas de forma que uma simples interpolagao
linear seja suficientemente precisa, ou seja, o erro da interpolagao linear é menor que a incerteza

dos valores tabelados. Veja o exemplo a baixo:

1.9.1 EXEMPLO

Temperatura (°C) | Pressao (Torr)
60 149.4

80 3551

100 760

120 1489

Tabela 1. Pressao de vapor da dgua liquida.

Para determinar a pressao de vapor a 90°C pode-se interpolar linearmente a tabela entre os
valores de 80 e 100°C. A interpolacao linear pode ser entendida como o ajuste de uma reta a DOIS
pontos da tabela e a determinacao de um valor intermediario nao tabelado. A figura 6 exemplifica

o procedimento graficamente.

X g X

Figura 7 — Representagao gréifica de uma interpolagao linear.

Sejam os pontos (x,yo) e (z1,y1) dois pontos quaisquer consecutivos na tabela. Ajustando-
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lhes uma reta, pode-se escrever, para um ponto (x;,y;) intermedidrio.

Yi—Yo Y1 — Yo
T; — X0 1 — X9

Isolando y; temos:

Y1 — Yo
y—

Yi = yo + (i — w0
r1 — o

que aplicada ao exemplo resulta:

760 — 355

que fornece o valor procurado: P(90°C) = 558 Torr.
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1.10 Ajuste pelo método dos minimos quadrados

A idéia bésica no processo de ajuste de uma funcao, a partir de um conjunto de dados
experimentais {(x1,y1), (X2,¥2);---» (Xn,¥n)}, é de se obter a curva que melhor represente o conjunto

de pontos.

Para isto é necessario minimizar as distancias de cada ponto a curva, determinando os valores

dos parametros a e b que minimizam os desvios com relagao a fungao linear y = ax + b.

A soma dos desvios quadriticos é uma funcio denominada x? dada abaixo:

onde x; e y; sao valores conhecidos.

A fungdo x? tem um minimo para ( valor mais provével da funcio). Assim as derivadas

parciais de x? (a,b) com relagio a cada pardmetro a e b devem ser iguais a zero.

B> <D 2
—:Z—(a—i—bxi—yi) =0
Oa P da

¢ N
8(E2 0 9
—:Z—(a—i—bxi—yi) =0
b = 0b

Através da solucao de um sistema de duas equacgoes, determinamos os valores de a e b:

GZ%(ZMZ%Z—Z%%Z%) )
b:%(Nzyﬂ'i_inZyi) ,
onde

s= (N e (X2))

Este é o ajuste de funcoes simples. No entanto, na maioria dos casos, o tratamento matematico

é complicado e métodos computacionais sao necessarios para obter este ajuste.
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1.10.1 Exemplo: Queda livre e aceleragao da gravidade

Para determinar a aceleracao da gravidade usamos os dados de um corpo em queda livre.

Inicialmente preparamos uma tabela com os tempos e espacos e construimos o grafico a seguir:

Espago no tempo

Espago [m]
¥ & B8 B

o
4

o
=
A
(o]
£

Tempo (s)

Figura 8 — Espacos em func¢ao do tempo para um corpo em queda livre.

Neste tipo de grafico, onde x(t) = xo+vo t+ %t2 , nao é imediato determinar a aceleracao do

corpo. Mesmo tendo vy = 0 e zyp = 0 (com o eixo horizontal no sentido da aceleragao) a expressao

se converte em: , que ainda é uma funcao nao linear em t.

. ’ . .7 2
Se, ao invés de representarmos “x vs t”, criarmos uma nova variavel t* = % e representarmos

“x vs t*”7 teremos uma reta: x = at”™, onde a é o coeficiente angular da reta, conforme pode ser

visto na figura ?7. Esse coeficiente angular por sinal é a aceleracao do movimento.

Espago no tempo ao quadrado

Espago [m]
o 8 & 8 B

=
ra
.
o
[s:]

1.10.2 Exemplo: Movimento Retilineo Uniforme (MRU)

Os seguintes dados de deslocamento em funcao do tempo foram obtidos através de um
experimento, de movimento retilineo uniforme. A partir da tabela construa o gréfico referente a

mesma, a seguir confira os calculos para o ajuste linear e monte o grafica da tabela com os dados

ajustados. Tabela 1 - Espaco X Tempo

Sabendo que a velocidade e o deslocamento relacionam-se de forma linear através da equagao
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X=t(s) |1,020]30]40
Y=y(m) | 00 | 18| 3.2 | 4,1

x(t) = xo + v t, é possivel obter uma melhor reta a este conjunto de dados através do método dos

minimos quadrados.

Como foram 4 conjuntos de dados coletados, adotamos n=4, logo:

(Zn:m)z = 100s®
zn:yi = 10m |,
1=1
iti = 110)" S\
=1
zn:tf = 30s% |,
=l

i m
;yi ti = 30,5—

Assim, é facil calcular os valores de b, a e A, respectivamente, -0,25; 1,1 e 20.

Para a reta y = ax + b, temos:

yi = 1,1x1-0,25=0,85 ,
yp = 1,1x2-0,25=1,95 ,
ys = 1,1%3-0,25=3,05 ,
ys = 1,1x4-0,25=4,15

Logo, os valores para a reta ajustada sao:

T(s) |1 2 3 4
Y(m) | 0,85 | 1,95 | 3,05 | 4,15

33
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1.11 Representacao de Incertezas em Graficos — Barra de

Erros

Em um grafico vamos expressar a incerteza de cada ponto experimental na forma de uma
barra vertical (ou horizontal) que representara o intervalo de confianca definido pela incerteza da

grandeza.

1.11.1 Exemplo introdutério:

Vamos representar os dados da tabela 2 em um grafico. E comum incluir numa tabela de
dados uma coluna com um nimero de ordem. Isso permite, por exemplo, numa discussao, comentar

a medida 3, ao invés da medida cujo espago é 11,10.

N | (s £0,05) (m) | v (m/s)

1 | 4.60 1,8400,55
2 16,90 2.7610,82
3 [ 11,10 3,9941,20
1 120,60 9.83+2,96

Tabela 2. Espagos e velocidades de um corpo.

—_ —a

O 3DOOO R &
I

Velocidadeim/s)

] 4 a 12 1B 20 24
Espago (m)

Figura 11 — Velocidades e posi¢oes de um corpo.

No gréfico da figura 11, a incerteza do espago nao foi colocada, pois é menor que o ponto mar-
cado. Neste grafico também foi ajustada uma reta média que representa os pontos experimentais.
A reta média pode ser tracada & mao, observando algumas regras simples: Procure passar a reta
equilibradamente pelo maior ntimero de pontos; A origem (0;0) pode ou néo ser um ponto experi-
mental; Se for fisicamente justificdvel, trate-a como qualquer outro ponto experimental (inclusive

com incerteza), caso contrario trace a melhor reta ignorando a origem.
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1.11.2 Reta média

E a reta mais provavel que passa o mais perto possivel de todos os dados; deve ser tragada
usando uma régua transparente; e nao passa necessariamente sobre os pontos marcados no papel,

nem mesmo sobre os pontos “inicial” e “final”.

Y “FINAL"—p-»

*«— “INICIAL”

Figura 11 :Reta Média

1.11.3 Coeficiente angular da reta média

Para avaliar o coeficiente angular da reta média escolha dois pontos sobre a reta conforme

Coeficiente Angular da Reta Média

Y
P e {} ndo sio pontos experimentais:
devem ser escolhidos fora do limite da
regiio dos pontos experimentais P
RETA
MEDIA

o] E

»

LIMITE DA REGIAQ DOS
PONTOS EXPERIMENTAILS

os pontos P e Q na Figura 12. 0 > X

Figura 12: Coeficiente angular da reta média.

P e Q devem ser marcados fora da regiao delimitada pelos pontos experimentais, de forma

a obter-se m com maior quantidade de algarismos. O coeficiente angular da reta média serd dado
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por:

Yp — Yq
Lp — Lq

- (222)
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1.11.4 Incerteza do coeficiente angular da reta média

Para estimar a incerteza do coeficiente angular da reta média considere duas diagonais do

quadrilatero ABCD como mostra a figura 13.

Y| Vértices mais distantes da Reta Média do conjunto de pontos acima
«a reta {0 mesmo para o conjumto de pontos abaixo dela) B
¥c|-
;
i
i
¥a A 4 - i
RETAS A:UXILIAR]LS :
MEDIAS ;
(nfo necessanamente :
Yol " parakelas & Reta Média) :
) E
i LIMITE DA REGIAO DOS :
: PONTOS EXPERIMENTAIS !
Xi Xr X

Figura 13: Incerteza do coeficiente angular da reta media.

Para obter os seguimentos de reta AB e CD proceda da seguinte forma:

1. Assinale em cada janela de incerteza o vértice mais distante da reta média: resultard um

conjunto de pontos acima da reta média e outro abaixo.

2. O conjunto de pontos que ficou acima da reta média permite tracar uma reta média

auxiliar e determinar o seguimento AB pela intersecao desta reta com as verticais

tragadas por X; e Xy. O seguimento CD serd obtido de forma analoga.

3. Entao, calcule =Am como a metade da variacao dos coeficientes angulares das duas diagonais,
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BD e CA, do quadrilatero ABCD.

+Am =

(mpri - msec) )

N =

onde mpy; = (yb*yd_) € Mgee = (%) Substituindo my,; € Mgee na expressao definida
i

para +=Am teremos:

) v ((ya—yd)+(yb—yc))
2 Tf— T
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